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Introduccidén

A lo largo de todo el texto, supondremos que los anillos A son conmutativos y unitarios.
Su elemento unidad se denota 14 o simplemente 1 si no hay riesgo de confusion. El problema
de decidir la irreducibilidad de un polinomio es dificil, y en su alta complejidad se apoyan
los primeros sistemas criptogréficos de clave publica. Ademaés, los polinomios irreducibles
son fundamentales en diversas éreas de las matématicas. Entre ellas citemos la Teoria de
Galois, pues los polinomios moénicos irreducibles estédn asociados a las extensiones finitas de
cuerpos, y la Geometria algebraica clésica, en la que se corresponden con las hipersuperficies
conexas. El intento a fuerza bruta de resolucion del problema para polinomios en una
variable consiste en estudiar, dado f = ag+ait+-- Fagt? e Alt] con ag # 0, la existencia
de enteros positivos m y n tales que m + n = d y elementos by, ...,bn,co,...,cn € A con
bm, cn # 0, satisfaciendo la igualdad

ap +art + - +agt? = (bo + art + -+ by t™)(co + et + -+ cpt™).

Esta igualdad equivale a un sistema formado por d+ 1 ecuaciones cuadraticas y m+n+2 =
d+ 2 incognitas, y con frecuencia es complicado decidir si tal sistema de ecuaciones admite
soluciones en el anillo A.

Para eludir este proceder los matematicos han desarrollado diversas estrategias. En la
mayor parte de los casos se trata de obtener condiciones suficientes que, a pesar de su
aparente especificidad, permiten deducir la irreducibilidad de algunos polinomios.

Dedicamos la Seccion segunda a introducir las nociones que emplearemos en el resto del
trabajo, analizar algunos casos particulares muy sencillos e introducir un par de estrategias
elementales pero ttiles: el Criterio de la traslacion y el Criterio de la homotecia. El resultado
mas relevante es el Corolario 1.15 en el que se demuestra que si K denota el cuerpo de
fracciones de un dominio de factorizacion unica Ay f € A[t] es un polinomio primitivo de
grado al menos 1, entonces f es irreducible en A[t] si y solo si es irreducible en K[t].

En la Seccién tercera se presentan Criterios modulares. En algunos casos, por ejemplo
si A := 7, se trata de sustituir el estudio de la irreducibilidad de un polinomio f € Z[t] por
la de alguna de sus reducciones modulares, esto es, la imagen de f via el homomorfismo

d d
Zlt] = Znlt], > ait’ = Y (a; +nZ)t,
i=0 i=0

para una adecuada eleccién de n. Este proceder trata de sustituir un problema de naturaleza
infinitista (por ser Z infinito el conjunto de candidatos a dividir a f en Z[t] es infinito),
por otros de naturaleza finitista, pues el conjunto de polinomios en Z,[t] de grado fijado
es finito.



2 Introduccion

Las dos secciones anteriores, cuyo contenido hemos tratado de resumir, tienen caracter
muy general, y en su exposicion nos hemos guiado por [A], [AG]| y [FG].

En la seccion cuarta se expone un Criterio original de irreduciblidad de polinomios, el
Corolario II1.5, que se deduce del Lema II1.2, también original, y que tiene por consecuencia
inmediata el Criterio de Eisenstein. Otra demostracion del Criterio de Eisenstein se deduce
del Lema II1.9, que también es original. En esta misma seccion se demuestran el Criterio
de Eisenstein modificado y el Criterio de Netto.

El Criterio de Cohn y algunos refinamientos suyos se estudian en la Seccién quinta. En
su versiéon original, este criterio afirma que si a9+ a1 - 10+ --- + aq - 10% es la escritura
en base 10 de un ntmero primo y d > 1, entonces el polinomio ag + ait + - - - + agt? es
irreducible en Z[t]. Posteriormente se generalizo este resultado sustituyendo la base 10 por
una base cualquiera b > 2. Este es el contenido del Teorema IV.9, cuya prueba se divide
en dos: el caso b > 3 es el contenido del Teorema IV.14, mientras que el caso b = 2 se
prueba en el Teorema IV.16. Esta seccién concluye con la prueba del Teorema IV.20 que
afirma que si ag + a1b + - - - + agb? es la escritura en cierta base b > 2 de una potencia de
un nimero primo p y el polinomio

f(t) = ap+ait + -+ agt?

cumple que f’(b) no es multiplo de p, entonces f es irreducible en Z[t].

En la seccién sexta se pone de manifiesto la profunda conexién entre polinomios irredu-
cibles y anélisis complejo mediante la demostracion del Criterio de Perron, que constituye
el Teorema V.3, que afirma que si f(t) := ag + art + - - + ag_1t% 4+ t¢ es un polinomio
monico con coeficientes en Z con ag # 0 y se cumple que

lag—1| > 1+ |ag—2| +--- + |aol,

entonces f es irreducible en Z[t].

En la seccion séptima se demuestra la irreducibilidad en Z[t] de los polinomios ciclo-
témicos ®,,. El caso en que n es primo se resuelve muy facilmente en la seccién cuarta
combinando el Criterio de Eisenstein y el de la traslacion, pero el caso general requiere
més trabajo.

Para terminar estudiamos en la seccién octava dos criterios de irreducibilidad de curvas
planas, esto es, de polinomios en dos variables con coeficientes en un cuerpo. Enunciamos
y demostramos el Criterio de Gibson en VII.3 y el Criterio de Lenstra en VII.7.

Hemos ilustrado todos los resultados del trabajo con numerosos ejemplos y hemos
tratado de describir, con tanta precisién como nos ha sido posible, el alcance de cada uno
de los criterios expuestos en el mismo.



CAPITULO |

Generalidades

Fijamos en esta seccién un anillo A. Para cada a € A denotamos aA := {az : v € A}
el ideal generado por a.

Definiciones I.1 (1) Un elemento no nulo a € A es un divisor de cero en A si existe
be A\ {0} tal que ab = 0. El anillo A es un dominio cuando no tiene divisores de 0.

(2) Un elemento a € A es una unidad en A si existe b € A tal que ab = 1. Se denota por
U(A) el conjunto de las unidades de A, que es un grupo multiplicativo abeliano.

(3) Supongamos que A es un dominio. Se dice que a € A\ U(A) es irreducible en A si no
existen b,c € A\ U(A) tales que a = be. En caso contrario se dice que a es reducible en A.

(4) Sean a,b € A. Se dice que a divide a b en A, o que b es miltiplo de a en A, y se
escribe alb, si b € aA. La notaciéon es ambigua porque no hace referencia al anillo A, pero
el contexto nos lo indicara en cada situacion. Se dice que a,b € A son asociados en A si
alb y bla. Esto significa, exactamente, que aA = bA.

(5) Seanr > 2yay,...,a € A. Sedice que d € A esun mdzimo comin divisor de aq, . .., a,
en A sicada a; € dA y d € bA para todo b € A tal que bla; para cada i = 1,...,r. Se
escribe d = medy(aq, ..., ar).

Observaciones 1.2 (1) Los elementos irreducibles en el anillo Z de los nimeros enteros
son los enteros de la forma £p, donde p es un namero primo. Sus unidades son 1y —1.

(2) Sean b, ¢ dos maximos comunes divisores en A de aq,...a, € A. Entonces b|c y c|b, es
decir b y ¢ son asociados. Denotaremos mcd4(ay,...,a,) a cualquier representante de los
maximos comunes divisores, recordando que los restantes son asociados suyos.

(3) Sean a, b asociados en el dominio A. Entonces existen s,t € A tales que a = sby b = ta,
luego a(st — 1) = 0. Asi, si @ = 0 también b = 0 y si a # 0, entonces st = 1, es decir,
s,t € U(A). En consecuencia, los asociados de un elemento en un dominio A se obtienen
multiplicaindolo por las unidades de A.

(4) Por lo anterior, los asociados de cada ntmero entero z € Z \ {0} son z y —z. Por
convenio, dado un conjunto finito de ntimeros enteros no nulos aq, ..., a, diremos que su
maximo comun divisor es el tnico entero positivo que cumple la Definicion 1.1 (5).

Introducimos ahora algunas nociones necesarias para la exposicién de criterios de irre-
ducibilidad en anillos de polinomios. Dado un polinomio f := Z?:o a;t' € A[t], donde A
es un anillo y ag # 0 se dice que d := deg(f) es el grado de f y que aq := £(f) es su
coeficiente director. Si ag € U(A) de dice que f es mdnico.
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Observacion 1.3 Supongamos que A es un dominio. Entonces, dados f,g € A[t] se tiene
deg(fg) = deg(f)+deg(g). Esto implica que A[t] es también un dominio y que el polinomio
f es unidad en A[t] si y solo si deg(f) =0, esto es, f € A, y f es unidad en A.

Observacion 1.4 Sean A un anillo, f € A[t] un polinomio ménico y g, h € A[t] tales que
f = gh. Entonces g y h son moénicos.

En efecto, como f es moénico, ¢(f) € U(A). Ademas £(f) = ¢(g)¢(h). Por tanto

L= (¢(f)~"g)) £(h),

luego #(h) es unidad y h es moénico. También lo es g pues £(g) = £(f)¢(h)~' € U(A).

Proposicion 1.5 Sean A un dominio y f € A[t] un polinomio ménico de grado d = 2 o
d = 3. Entonces f es irreducible en A[t] si y s6lo si f no tiene raices en A.

Demostracion. Como f es ménico podemos suponer, por la observaciéon anterior, que si es
producto de dos factores, f = gh, éstos son moénicos, y por ello f es reducible si y sélo si
deg(g) > 1y deg(h) > 1. Como 2 < d = deg(f) = deg(g) + deg(h) < 3, alguno de los
factores tiene grado 1, digamos ¢(t) :=t — a € A[t], luego f(a) = 0.

Para el reciproco observamos que si a € A es una raiz de f, entonces existe h € A[t]
tal que f(t) = (t —a) - h(t), por lo que f es reducible en A[t]. O

Observaciones 1.6 (Primeros ejemplos) (1) Si K es un cuerpo los polinomios de grado 1
son irreducibles en K[t]. Obsérvese que esto deja de ser cierto en anillos més generales; el
polinomio f(t) := 2t + 2 es reducible en Z[t] al ser producto de dos polinomios g(t) := 2
y h(t) :==t + 1, ninguno de los cudles es invertible en Z[t].

(2) Los tunicos polinomios irreducibles en C[t] son los de grado 1. En efecto, si f € Clt]
y deg(f) > 2, el Teorema Fundamental del Algebra asegura que existe a € C tal que
f(a) = 0, luego existe g € C[t] con deg(g) = deg(f) — 1 > 1 tal que f(t) = (t —a)g(t),
por lo que f es reducible en C[t].

(3) Para determinar los polinomios irreducibles de R[t] conviene introducir algunas
notaciones. Para cada polinomio f := Z?:o ajt! € C[t] denotamos f := Z?:o a;t’ € Clt).
Obsérvese que f = f y dados f, h € C[t] se cumple la igualdad fh = f-h. Ademés, f € R[t]
si y solo si f = f, y si escribimos cada a;j := uj + iv; donde uj,v; € R e i := /-1, los
polinomios

d d
fre=> utl R[] y fo:=) vjt! € R[]
Jj=0 Jj=0
cumplen que f = f; + ife. Se comprueba inmediatamente que si g1, g2 € R[t] cumplen la
igualdad f = g1 + igo, entonces f1 = g1y fo = go.

(3.i) Sean f € C[t] y u € C unaraiz de f. Entonces U es raiz de f v las multiplicidades
mult, (f) y multz(f) de u y de @ como raices de f y f coinciden.
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En efecto, si mult,(f) = m existe, por la Regla de Ruffini, g € C[t] tal que g(u) #0y
f(t) = (t —u)™g(t), y por tanto,

fe)=((t-w)" - gt)=(t —D)™ -7t

asi que mult, (f) < multz(f). Aplicando esto a la raiz v :=u de h := f resulta

multz(f) = mult,(h) < multz(h) = mult,(f),

y en consecuencia, mult, (f) = multz(f).
(3.i) Si u € C es raiz de f € R[t] también @ es raiz de f y mult,(f) = multz(f).

(4) Cada polinomio f € R[t] de grado 2 sin raices reales es irreducible en R[t]. En efecto,
en caso contrario seria producto de dos polinomios g(t) := at — by h(t) en R[t] de grado
1, por lo que f(g) =0, esto es, 2 € R serfa raiz de f, contra lo supuesto.

Los polinomios de grado 1 y los de grado 2 sin raices reales son los tnicos polinomios
irreducibles en R[t]. De hecho si f € R[t] tiene grado > 2 y alguna raiz o € R, es
reducible en R[t] por ser multiplo de t — «. Esto demuestra, en particular, la reducibilidad
de los polinomos de grado 2 con alguna raiz real y, por el Teorema de Bolzano, la de los
polinomios de grado impar mayor o igual que 3. Por ultimo, sea f € R[t] de grado par
mayor o igual que 4 sin raices reales. Por el Teorema Fundamental del Algebra f tiene una
raiz u :=a+bi € C\ R y denotamos u = a — bi su conjugado, que por (3.ii) es raiz de f.
Por tanto, t —u y t — u dividen a f en C[t], por la Regla de Ruffini.

Ademés medep(t — u,t —u) = 1, pues si d € C[t] divideen Clt] at —uy at -7,
entonces d divide a la resta t —u — (t —u) = u —u = 2bi, que es unidad en C[t]. En
consecuencia, el producto

h(t) = (t —u)(t — 1) = (t* — (u+ W)t +uad) = t* — 2at + (a® + b°) € R[t]

divide en C[t] a f, luego f(t) = g(t)h(t) para cierto g € C[t]. Sea g(t) = g1(t) + iga(t)
donde g1, g2 € R[t]. Entonces f+0i = f = gh = (91 +1ig2)h = g1h+1igoh, asi que f = gi1h
es reducible en R[t].

Al sustituir el anillo de coeficientes R o C por anillos més generales decidir si un
polinomio es o no reducible es una cuestién més delicada y a la exposicién de algunas
soluciones parciales al problema esté dedicado este trabajo.

Dos resultados muy elementales pero que combinados con otros proporcionan la irre-
ducibilidad de algunos polinomios son los siguientes.

Proposicion 1.7 (Criterio de la traslacién) Sean A un anillo, a € A y
7o Alt] = Alt], f(t) = f(t +a).

1) La aplicacion 1, es un isomorfismo de anillos cuyo inverso es 17—,

2) Para cada f € Alt], las siguientes afirmaciones son equivalentes:

2.1) El polinomio f es irreducible en A[t].

2.2) El polinomio f(a+t) es irreducible en A[t] para cada a € A.

2.3) Euxiste a € A tal que el polinomio f(a+t) es irreducible en Alt].
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Demostracion. (1) La comprobaciéon de que 7, es homomorfismo es inmediata y también
lo es que 7, o T_, es la identidad.

(2) Basta aplicar (1) y que los isomorfismos preservan la irreduciblidad. O

Proposicion 1.8 (Criterio de la homotecia) Sean A un anillo, a € U(A) y
o4t Alt] = Aft], f(t) — f(at).

(1) La aplicacion o, es un isomorfismo de anillos cuyo inverso es o -1.

(2) Para cada f € Alt], las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(2.1) El polinomio f es irreducible en A[t].

(2.2) El polinomio f(at) es irreducible en A[t] para cada a € U(A).

(2.3) Existe a € U(A) tal que el polinomio f(at) es irreducible en Alt].

Demostracion. (1) La comprobacion de que o, es homomorfismo es inmediata y también
lo es que 04 0 0,-1 es la identidad.

(2) Basta aplicar (1) y que los isomorfismos preservan la irreduciblidad. O

Los problemas relativos a la de irreducibilidad de polinomios son especialmente intere-
santes cuando el anillo de coeficientes es un dominio de factorizacion wnica, y serén los
que trataremos en este trabajo. Recordemos antes algunas nociones y resultados acerca de
estos anillos.

Definiciones 1.9 Se dice que un dominio A es un dominio de factorizacion unica (y se
abrevia diciendo que A es un DFU) si para cada elemento no nulo a € A que no es unidad
en A se cumplen las siguientes condiciones:

(i) Existe una cantidad finita de elementos irreducibles p1,...,p, € A, no necesariamente
distintos, tales que a = p1 - - p;.

(i) Siq1,...,qs € A es una coleccion finita de elementos irreducibles tales que a = q; - - - gs,
entonces r = s y existe una permutacion o de los indices 1,...,r tal que ¢; y ps(;) son
asociados para cada i =1,...,r.

Proposicion 1.10 Dados elementos ay, . .. ,a, en un DFU existe su mdzimo comin divisor
medg(ay,...,ar).

Demostracion. Como A es un DFU los divisores irreducibles comunes a a1, ..., a, forman,
(salvo producto por unidades) un conjunto finito. Denotemos p1, ..., px dichos factores

irreducibles comunes y escribimos
k
R i p. ) - it
a; ‘= Hpj -b;, donde b; € A y cada ;; € Z, es positivo.
j=1

Para cada j = 1,...,k sea v; := min{y;; : ¢ = 1,...,r}. Se comprueba inmediatamente
que d := H?:l p}j es un méaximo comun divisor de aq,...,a, en A. O
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Definiciones I.11 Sean A un DFU y f := Z?:o a;t" € A[t] no nulo. Se llama contenido
de fen A acy(f):=meda(ag,...,aq). Se dice que f es primitivo en A si ca(f) = 1.

Observaciones 1.12 Sean A un DFU y f := Z?:o a;t" € Aft] un polinomio no nulo.
(1) Existe un polinomio primitivo f; € Aft] tal que f = ca(f)fi.

En efecto, cada ay, es multiplo de c4(f) en A, luego existe by, € A tal que ar = cA(f)bx.
El polinomio

fi(e) = bt € Aft]
k=0
cumple la igualdad f = ca(f)f1, y queda ver que f; es primitivo. Ahora bien,

ca(f) = medy (ag,...,an) = meda (ca(f)bo,...,ca(f)bn)
=ca(f)meda (bo,...,by) =ca(f)calfr),
y como A es un dominio se concluye que c4(f1) = 1.
(2) Por el mismo argumento, c4(bf) = bca(f) para cada b € A.

(3) Sean a,b € A\ {0} y f,g € A[t] polinomios primitivos tales que af = bg. Entonces,
salvo producto por unidades, se puede suponer que a =by f = g.

En efecto, por el apartado anterior, y puesto que f y g son primitivos, se tiene

a = aca(f) = calaf) = ca(bg) = bca(g) =b.
Ademés, a(f — g) = af —bg = 0. Como A[t] es un dominio y a # 0 deducimos que f = g.

(4) Todo polinomio irreducible f € A[t] es primitivo, pues en caso contrario tanto c4(f)
como f1 son no unidades en A[t] y cumplen f = c4(f)f1.

(5) Si A es un cuerpo, entonces todo polinomio no nulo f € A[t] es primitivo en A[t], pues
todos los elementos no nulos de A son unidades en A.

(6) Sean ag, bo, . .., an, b, € A tales que cada by # 0y

n

o0 =3 () ot e Kol

k=0
donde K es el cuerpo de fracciones de A. Sea b := by - - - b,,. Entonces bg € A[t].

En efecto, cada by|b, luego existe ¢ € A tal que b = bycy, y por tanto,

n

by(t) =) (ii’“) th = (arcr)t” € Aft].

k=0 k=0

Comentario 1.13 Fijado f € A[t], donde A es un DFU, y si K := gf(A), Gauss estudio6
la relacion entre la irreducibilidad de f como elemento de A[t] y como elemento de K|[t].
Recordamos a continuacion este resultado.

Lema 1.14 Sean A un DFU y f,g € A[t] no nulos. Entonces ca(fg) = ca(f)ca(g). En
particular, el producto de polinomios primitivos en A[t] es primitivo en Alt].
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Demostracion. Escribimos f = ca(f)f1 v g = ca(g)g1 donde f1,91 € A[t] son polinomios
primitivos. Como fg = ca(f)ca(g)f191, se deduce de 1.12 (2) que

ca(fg) = ca(f)calg)calfigr),

luego basta ver que f1g1 es un polinomio primitivo. Si no lo fuese, el ideal generado en
Alt] por los coeficientes de f1g1 seria propio, luego existiria un ideal maximal m de A que
los contendria. Consideremos el cuerpo F := A/m y el homomorfismo

d d
w1 Aft] = Et], ) ait' = > (a; +m)t.
=0 =0

Se tiene 7(f1)m(g1) = 7(fig1) = 0 y, como E[t] es un dominio de integridad, podemos
suponer que 7w(f1) = 0, esto es, cada a; € m, por lo que ca(f1) # 1, esto es, fi no es
primitivo, que es una contradiccion. ]

Corolario 1.15 Sean A un DFU, K su cuerpo de fracciones y f € A[t] con deg(f) > 1.
Entonces f es irreducible en Alt] si y solo si es irreducible en K[t] y ca(f) = 1.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que f es irreducible en A[t], lo que por la
Observacion 1.12(4) implica que es primitivo. Para demostrar que f es irreducible en K[t],
sean g,h € K]Jt] tales que f = gh. Hemos de comprobar que g o h es una unidad en
K[t]. Se deduce de las Observaciones 1.12 (1) y (6) que existen a,b € A\ {0} y polinomios
primitivos g1, h1 € A[t] tales que ag, bh € A[t], ag = ca(ag)g:r v bh = ca(bh)hy. Asi,

abf = abgh = (ag)(bh) = ca(ag)gica(bh)h1 = ca(ag)ca(bh)gihi,

y como f es primitivo por hipdtesis y gih1 lo es por el Lema [.14, se deduce de la Ob-
servacion 1.12(3) que f = gihi. Como f es irreducible en A[t], esta igualdad implica que
g1 0 hy es unidad en A[t], y por tanto en A. Suponemos, por ejemplo, que g; es unidad
en A. Entonces g = ca(ag)gi/a es unidad en K, y por tanto en KJ[t], como queriamos
demostrar.

Suponemos ahora que f es irreducible en K[t] y ca(f) = 1. Sean g,h € A[t] con
f = gh. Es suficiente comprobar que g o h es unidad en A[t]. La irreducibilidad de f en
K[t] asegura que, por ejemplo, g € U(K[t]) = K \ {0}. En consecuencia, deg(g) = 0, por
lo que g € A\ {0}. Ademas, 1 = ca(f) = ca(gh) = gca(h), luego g € U(A) = U(A[t]),
como queriamos probar. O

El Corolario anterior pone de manifiesto que estudiar la irreducibilidad de f € A[t]
en A[t] o en K[t] son cuestiones esencialmente iguales, aunque no idénticas. Por ejemplo,
f(t) := 2t es reducible en Z[t] pero irreducible en Q[t] ya que 2 es unidad en Q pero no en
7. Para evitar esta patologia siempre trataremos en lo sucesivo con polinomios primitivos.

Para terminar esta seccién sefialemos que una importante consecuencia del Corolario
[.15 es el siguiente resultado, que no demostraremos pero emplearemos varias veces a lo
largo del trabajo.

Teorema 1.16 Sea A un dominio. Entonces, A es un DFU si y sdlo si A[t] es un DFU.
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Criterios modulares

Una estrategia ttil en Algebra consiste en estudiar las propiedades de un elemento a de
un anillo A analizando las reducciones modulares de a, es decir, las imagenes de a via las
proyecciones candénicas A — A/a cuando a recorre una clase distinguida de ideales de A.
La siguiente proposicién y el Criterio modular I1.2 son ejemplos de este modo de proceder.

Proposicion I1.1 Sean A un DFU, f := Zi:o apth € A[t] un polinomio primitivo en
Alt] de grado d > 1 y a un ideal de A tal que aq ¢ a. Sea B := A/a y consideramos el
epimorfismo de anillos

¢ : Alt] — BJt], ibjtj > i(bj +a)tl.

=0 =0

Si o(f) no es producto de dos polinomios de B[t] de grado > 1 cuya suma de grados es
igual a deg(f), entonces f es irreducible en A[t].

Demostracion. Si f fuese reducible en A[t] existirian g,h € A[t] de grados respectivos
n,m > 1 tales que f = gh y n+ m = d. Notese que £(g)l(h) = ¢(f) = a, & a, luego
0(g),¢(h) ¢ a, lo que implica que ¢(g) y ¢(h) son polinomios en B[t]| de grados n,m > 1
respectivamente, tales que ¢(f) = ¢(g)@(h), que es una contradiccion. O

Corolario I1.2 (Criterio modular) Sean A un DFU, f(t) := ZZ:O apth € Aft] un
polinomio primitivo de grado d > 1 y p un ideal primo de A tal que ag & p. Denotemos
B := A/p y consideramos el epimorfismo de anillos

p: Alt] = Blt], > bit! = > (b +p)t.
=0 =0

Si f es reducible en A[t], entonces o(f) es reducible en B[t]. Se dice que ¢(f) es la
reduccion de f modulo p.

Demostracion. Como p es un ideal primo el anillo B es un dominio luego también lo es BJ[t].
Como f es primitivo y reducible se escribe como producto f = gh para ciertos polinomios
g,h € A[t] de grado mayor o igual que 1. En particular, ¢(g) - ¢(h) = aq € A\ p, luego
(g) € A\py L(h) € A\ p. Por tanto ¢(f) es reducible en B[t]|por ser producto de dos
polinomios de B[t] de grado > 1:

o(f) =¢(g)-p(h) y deg(p(g)) =deg(g) > 1, deg(p(h)) =deg(h)>1. O
9
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Ejemplo I1.3 Veamos que el polinomio f(t) := t% —t + 1 es irreducible en Z[t] viendo
que su reduccion mod 5, que por abuso también denotaremos f, lo es en Zs[t]. El polinomio
f carece de raices en Zs pues, por el Pequenio Teorema de Fermat, 2° = 2 mod 5 para cada
z € Z, luego f(x) = 1 para cada x € Zs. Asi, si f fuese reducible en Zs[t], y puesto que
carece de término en t?, se escribirfa como producto

t? —t+ 1= (t+at? + bt +c)(t? — at + d)

para ciertos a, b, c,d € Zs. Igualando los coeficientes de ambos miembros se obtiene

b —a®> +d = 0
a(d—b) + ¢ = 0
bd — ac = -1
cd = 1

Al sustituir el valor b = a? —d en la segunda ecuacién resulta ¢ = a(a? —2d). Reemplazamos
estos dos valores en la tercera ecuacion, y resulta

(a® — d)d = a*(a® — 2d) — 1, (IL.1)
por lo que d? — 3a?d + a* — 1 = 0. Como trabajamos en Zs esta igualdad equivale a
0=d?+2a*d+a*—1=(d+a*? -1,

luego d + a® = ¢ := +1. Al sustituir el valor d = € — a? en la cuarta ecuacién del sistema,

anterior, y recordando que a® = a, se obtiene una contradiccion:

1 = cd = ad(a® — 2d) = a(e — a*)(3a® — 2¢) = a(e — a*)(3a® + 3¢)
= 3a(e — a®)(e + a®) = 3a(1 — a*) = 3(a — a®) = 0.

Ejemplo I1.4 El polinomio f(t) := t* —10t? + 1 € Z[t] es irreducible en Z[t]. Para verlo
aplicamos la Proposicién I1.1 tomando a := 9Z. En efecto, por ser ménico f es primitivo
y su coeficiente director no pertenece a a. Ademés, su reduccién fq mod 9 no es divisible
por ningin polinomio en Zg[t] de grado 1, pues carece de raices en Zg:

f9(0) = fo(1) = fo(—=1) = fo(3) = Fo(—3) = [1]o;
fo(=2) =40 vy [fo(4) = Fo(—4) = [T]o.

Veamos que fy tampoco es producto de dos polinomios de grado 2 en Zg[t]. En caso
contrario podemos suponer, por la Observacion 1.4, que ambos factores son monicos, por
serlo fg, asi que existirfan nimeros enteros a, b, ¢, d tales que

fo = (£ + [alot + [blo) - (£ + [clot + [d]o). (11.2)
Igualando coeficientes en ambos miembros resultan las siguientes congruencias mod 9:

bd=1, bc+ad=0, b+ac+d=—-10=—-1y a+c=0. (11.3)
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Despejando ¢ = —a en la tltima ecuacion y sustituyendo este valor en la tercera resulta
bd=1 y a>=b+d+1.
Las unidades de Zg son [1]g, [2]o, [4]o, [5]9, [7]9, [8]9, ¥y cumplen
[115 = [2lo - [5]o = [4]9 - [7]o = [8]5 = [1]o-

Por otro lado, los cuadrados en Zg son [0]g, [1]g, [4]o, [7]9. Distinguimos casos segin los
valores del par (b,d), teniendo en cuenta que [blg - [d]g = [1]o.

(i) Sib=d =1, entonces a> = b+ d + 1 = 3, que es imposible.

)
(ii) Sib=2,d=5 (o viceversa), entonces a? = b+ d + 1 = 8, que también es imposible.
(iii) Si b=4, d =7 (o viceversa), entonces a®> = b+ d + 1 = 12 = 3, imposible de nuevo.
)

(iv) Sib=d =8, entonces a> =b+d+1 =17 =8, que es imposible una vez mas.

Esto prueba que f es irreducible en Z[t].

El siguiente resultado tiene dos lecturas. En ocasiones permite averiguar los grados de
los factores irreducibles de un polinomio reducible en Z[t]. En otras, como veremos en el
ejemplo I1.6, sirve para decidir que un polinomio con coeficientes enteros es irreducible.

Proposicién I1.5 Sean f € Z[t] un polinomio monico y f € Zy[t] la reduccion de f mod p
para cierto primo p. Supongamos que existen gi, ga en Zy(t] de grados dy y dy irreducibles
y distintos tales que f = g1 - g2. Entonces, si f es reducible en Z[t], es producto de dos
polinomios irreducibles en Z[t] de grados di y da, respectivamente.

Demostracion. Puesto que Z[t] es un DFU y estamos suponiendo que f es monico y re-
ducible en Z[t], existen polinomios monicos fi, fo € Z[t] de grado al menos 1 tales que
f = fif2. Al reducir mod p obtenemos gi1go = f = f1f5 ¥, puesto que f; es moénico,
deg(fi) = deg(f;) para i = 1,2. Como g; divide al producto f; f, y es irreducible en Z,|t],
que es un DFU, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que gi1|f;. Si g2 también
dividiese a f, entonces g1ga|f;, y por tanto, como deg(f) = deg(f) ya que f es monico,

deg(f) = deg(f1) + deg(f2) = deg(f,) + deg(f3) > deg(f;) > deg(g192)
= deg(g1) + deg(g2) = deg(f) = deg(f),

que es imposible. Asi, go es irreducible y divide a f, f, pero no divide a f;, luego divide a
fo. Por tanto, existen polinomios g1, g2 € Zy[t] tales que fi = g1q1 ¥ [ = g2ga. Pero

deg(q1) + deg(gz) = deg(f,) — deg(g1) + deg(f,) — deg(g2) = deg(f;) + deg(f,)
— deg(g1) — deg(g) = deg(f1f2) — deg(g1g2) = deg(f) — deg(f) =
luego deg(q1) = deg(gz) = 0. Asi, deg(fi) = deg(f;) = deg(gi) = d; para i = 1,2y

f = fif2. Ademas, la irreducibilidad de cada f; implica, por el Corolario 11.2, la de f;, lo
que concluye la prueba. O
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Ejemplo II.6 Vamos a demostrar, empleando la observaciéon anterior, que el polinomio
f(t) =t° — 6t + 582 —t + 2 € Z[t]
es irreducible en Z[t]. Su reduccion mod 2 es
F=t"+t2+t=t(tt+t+1).

El factor t es irreducible en Zy[t], y también lo es t* + t + 1. En efecto, es evidente que
no tiene raices en Zs, luego si fuese reducible seria producto de dos polinomios irreducibles
de grado 2. El tinico polinomio irreducible de grado 2 de Zs[t] es t2 +t + 1, asi que

thht4+1=(t24+t+1)2 =t +t2+1,

y esto es falso. Se deduce de la Proposicion I1.5 que si f es reducible en Z[t] entonces es
producto de un polinomio de grado 1 por otro de grado 4. En particular f tendria una raiz
racional, luego entera, pues es monico, que necesariamente es un divisor de 2. Sin embargo,

FO) = f(—1) =1, f(2)=—44 y f(-2)=—104

Concluimos que f es irreducible en Z[t], y por tanto también lo es en Q[t].

La siguiente aplicaciéon de la Proposiciéon I1.5 muestra otro modo de demostrar la irre-
ducibilidad de algunos polinomios.

Ejemplo II.7 Veamos que f(t) := t>—6t?4+5t2—t+2 es irreducible en Z[t]. Su reduccion
mod 2 es _

fo8) =t +t2+t =t - (t*+t+1),
y éstos son los factores irreducibles de f en Zs[t]. En efecto, el segundo factor carece de
raices en Zg, luego si fuese reducible en Zs[t] existiria a € {0,1} tal que

4t +1=(>F+at+ 1)t +at +1) =t + a2+ 1,
lo cual es falso. Asi, si f fuese reducible en Z[t] seria, en virtud de la Proposicion I1.5,

producto de dos polinomios irreducibles en Z[t] de grados 1 y 4.

Por otro lado, la reduccion de f mod3 es
fat)=tP+ 262 426 +2=(£2+1) - (£3 + 2t + 2),

y ambos factores son irreducibles en Zs[t] porque su grado es < 3 y carecen de raices en
Z3. Empleando de nuevo la Proposicion I1.5 se deduce que si f fuese reducible en Z[t] seria
producto de dos polinomios irreducibles en Z[t] de grados 2 y 3, lo que contradice lo probado
con anterioridad ya que la factorizaciéon de f en producto de polinomios irreducibles en
Z[t] es tnica.



CAPITULO Il

Criterios tipo Eisenstein

El objetivo fundamental de esta seccién es presentar un resultado original, Lema III.2,
que generaliza el clasico Criterio de Eisenstein y permite deducir un nuevo criterio de irre-
duciblidad de polinomios. Aprovechamos para exponer la versiéon del Criterio de Eisenstein
en la que el orden de los coeficientes es el inverso del usual y el Criterio de Netto.

Lema IIL.1 Sean A un dominio y f(t) := ZZ:O arth € A[t] tal que ao y ag no son nulos.
Entonces f es irreducible en Alt] si y sdlo si es irreducible en A[t] el polinomio

d
Fe) =Y apt?h = 25D p(1 /%),
k=0

Demostracion. Como f: f es suficiente demostrar que si f es reducible en A[t] entonces
también f lo es. Sean hy, hy € A[t]\ {0} no unidades tales que f = hihs. Los polinomios
f;(t) .= tde8(ha)p,(1/t) € A[t]\ {0} no son unidades y F = hiha, lo que prueba la reduci-
bilidad de f en A[t]. O

Lema IIL.2 Sean A un DFU y f(t) := Y1 ja;it’ € A[t] un polinomio primitivo. Supon-
gamos que existen un elemento irreducible p € A y un niumero entero 0 < k < n tales que
p divide a los coeficientes ag, ...,ar y p*> no diide a ag. Entonces f tiene algin factor
irreducible en Alt] de grado mayor o igual que k + 1.

Demostracion. Sea f := f1--- fy la factorizacion de f como producto de factores irreduci-
bles en A[t] y suponemos que deg(f;) < k parai=1,...,¢. Por el Lema 1.14,

1=ca(f)=calfr)---calfo),

luego los factores irreducibles de f en A[t] son primitivos. Como ag = f(0) = f1(0) - - - f¢(0)
y plag pero p? t ap podemos suponer que p|f1(0) pero p{ fi(0) parai = 2, ...,£. Denotamos

g(t) = fi(t) =D _bit' ¥ h(t) = fot) - fiolt) =) et
i=0 Jj=0

donde m := deg(g) < k. Notese que p|by pero ptco = f2(0)--- f¢(0). Como g es primitivo,
existe un indice s con 1 < s < m tal que p|b; para 0 < i < sy ptbs. Como s <m <k, el
primo p divide a a5 = bocs + -+ + bs—1¢1 + bsco, luego plbsco y esto es falso porque p no
divide ni a bs ni a ¢g. Por tanto, alguno de los factores irreducibles de f tiene grado mayor
o igual que k + 1. O

13
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Corolario II1.3 (Criterio de Eisenstein) Sean A un DFU, p un elemento irreducible
de Ay f(t) := Z?:o a;t? € A[t] un polinomio primitivo. Supongamos que p divide a
ao, - - .,aq4-1 y p> no divide a ag. Entonces f es irreducible en A[t].

Demostracion. Del Lema anterior con k := d—1 se deduce que f tiene un factor irreducible
en A[t] cuyo grado es mayor o igual que k + 1 = d = deg(f). Como f es primitivo, es
irreducible en A[t]. O

Ejemplo II1.4 El polinomio f(t) := t7 + 3t* — 6t3 4 12t + 15 es irreducible en Z[t] en
virtud del Criterio de Eisenstein aplicado con el primo p := 3.

Corolario III.5 Sean A un DFU y f(t) := Zfzo a;t® € A[t] primitivo de grado d. Su-
pongamos que f no tiene raices en K := qf(A) y que existe un elemento irreducible p en
A que divide a ag, . ..,aq_2 pero p* no divide a ag. Entonces f es irreducible en A[t].

Demostracion. Aplicando el Lema II1.2 con k := d — 2 el polinomio f tiene algin factor
irreducible en A[t] de grado mayor o igual que k+1 = d — 1. Esto implica, por ser f primi-
tivo que, o bien es irreducible en A[t] y hemos terminado, o bien f(t) := (at—b)-g(t) para
ciertos a,b € A tales que a # 0y g € A[t]. Esto ultimo no puede darse porque implicaria
que u = % € K es raiz de f, contra la hipotesis. O

Ejemplo ITI.6 Aplicamos el Corolario anterior con el primo p := 5 para demostrar que el
polinomio f(t) := t* — 3t3 + 5t2 4 10 es irreducible en Z[t]. Por un lado 5 divide a todos
los coeficientes de f salvo a los que acompaiian a t* y t3. Ademas, 52 = 25 no divide a 10
y f es primitivo. Como f(0) = 10 =5 - 2, las posibles raices racionales de f pertenecen al
conjunto {—1, 1, =2, 2, —5, 5, —10, 10}. Pero
f(=10) = 13510, f(10) =7510, f(—5) =1135 f(5) = 385,
f(=2) =70, f(2)=22 f(-1)=19, f(1)=13,

luego f no tiene raices en Q, y se deduce del Corolario II1.5 que es irreducible en Z[t].
Ejemplos III.7 (1) Sean p un primo positivo y 1 < k < p — 1. Entonces, el nimero
combinatorio ¢ 1= (i) es multiplo de p. En efecto, ¢;-k!- (p—k)! = p! € pZ. La primalidad

de p garantiza que no divide a ningtn producto de ntimeros enteros positivos menores que
p, luego pt k! y pt (p—k)!. Como p es primo y divide a ¢, - k! - (p — k)! se deduce que p|c.

(2) Para cada ntumero primo p se llama p-ésimo polinomio ciclotémico al polinomio

p—1
O,(t) = tF e Z[t].
k=0

El polinomio @, es irreducible en Z[t]. En efecto, por la Proposicion 1.7 basta demostrar
la irreducibilidad en Z[t] del polinomio f(t) := ®,(t +1). Como (t —1)®,(t) =tP — 1 se
tiene t®,(t + 1) = (t + 1)? — 1, luego

tf(t) =tPp(t+1)=(t+1)P - 1= ; <Z>tk 1= té <Z>tk_1’
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y simplificando el factor t resulta f(t) = >-F_, (¥)t*~!. Por el apartado (1) cada coeficiente
(i) con k # p es miltiplo de p y p? no divide a p = (11’) luego, por el Criterio de Eisenstein,
f es irreducible en Z[t].

(3) Veamos que f(t) := 3t5 — 5t? + 15t3 + 5t + 16 es irreducible en Z[t]. Buscamos un
entero a de modo que podamos aplicar el Criterio de Eisenstein para el primo 5 al polinomio
trasladado he(t) := f(t + a). Como los nimeros combinatorios (2) son multiplos de 5 en
virtud de lo probado en el apartado (1), deducimos que 5 divide a todos los coeficientes del
polinomio h, distintos del término independiente y de su coeficiente director, que vale 1.

Por tanto, para aplicar el Criterio de Eisenstein basta exigir que su término independiente
ha(0) = f(a) := 3a® — 5a* 4+ 154 + 5a + 16

sea multiplo de 5 pero no de 25. Por el Pequefio Teorema de Fermat, a® = a mod 5, luego
f(a) = 3a+1 mod 5, lo que induce a elegir @ = 3. Como 3% = 2 mod 25,

f(3)=3%-5-3"+5.3" 431 = (3%)? + 6 mod 25 = 10 mod 25 # 0 mod 25.

Proposicion II1.8 (Criterio de Eisenstein modificado) Sean A un DFU y el polino-
mio primitivo f(t) := Zi:o apth € A[t] de grado d. Supongamos que ag # 0 y que existe
un elemento irreducible p € A que divide a los coeficientes ay, . . .,aq pero p* { aq. Entonces
el polinomio f es irreducible.

Demostracion. Con las notaciones del Lema III.1, f(t) = Zz:o apt™ F es primitivo, pues
sus coeficientes son, en distinto orden, los de f y, por el Criterio de Eisenstein, es irredu-
cible en A[t]. Esto implica, por el Lema III.1, que f es irreducible en At]. O

El siguiente resultado, también original, proporciona informacién sobre los grados de los
factores irreducibles de un polinomio con coeficientes en un DFU si estos cumplen ciertas
condiciones “tipo Criterio de Eisenstein".

Lema II1.9 Sean A un DFU y f(t) := ch‘l:o a;t’ un polinomio primitivo de grado d.
Supongamos que ezisten un elemento irreducible p € A y dos enteros k € {0,...,d—1} y
n > 1 tales que p divide a ag, . ..,a; y p" divide a ag pero p" T no divide a ag. Entonces
f tiene algin factor irreducible de grado mayor que %

Demostracion. Como A[t] es un DFU y f es primitivo, podemos escribir f := f1--- fp,
como producto de polinomio irreducibles en A[t], todos ellos de grado mayor o igual que
1. reordenando los factores si es preciso podemos suponer que deg(f;) < deg(f,,) para
i=1,...,m. Se tiene ag = f(0) = f1(0)--- f»(0), y distinguimos dos casos.

Caso 1. Supongamos que p|f;(0) para todo j = 1,...,m. Entonces p"|ag y, como
p" 1} ag, deducimos que m < n. Por otro lado,

d = deg(f) = deg (H fz> = Zdeg(fi) <m-max{deg(fi):i=1,...,d} = mdeg(fm),
i=1

i=1

por lo que k/n < d/n < d/m < deg(fm), y la prueba en este caso esta acabada.
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Caso 2. Supongamos que existe algin indice j € {1,...,m} tal que p{ f;(0). Reorde-
nando los factores fi,..., fm si es preciso podemos suponer que p|f;(0) para j =1,...,r
y p1 fj(0) para j =r+1,...,m, donde r < m. Definimos entonces

r deg(g) ‘ m deg(h) A
g&) =[] i) = D bti€Al] y ht):= [] fi(t)= D at’ € Af],
7=1 =1 j=r+1 =1

que cumplen la igualdad f = gh. Esto implica, en particular, que g es primitivo, por serlo
f. Notese que p1co y p"|g(0)|f(0) = ag. Como p" !t ag se tiene r < n + 1, esto es, r < n.
Ademés p|g(0) = by y, como g es primitivo, el conjunto I := {i =1,...,deg(g) : p1b;} no
es vacio y definimos s := min (I) < deg(g). Escribimos

as = bocs + bics—1 + -+ bs_1¢1 + bsco.

Como p divide a los s primeros sumandos del miembro de la derecha pero no divide a bscg
pues no divide ni a bs ni a cg, se tiene p { ag, luego k < s. Por ello,

r (5 <o (B) =k < s < deslg) < v mic {deg(f) 5 = 1),

n n

y por tanto,

k
- <max{deg(f;):j=1,...,r} <méx{deg(f;):j=1,...,m}.

Observacion II1.10 El Lema I[I1.9 con n = 1 y k = d — 1 es el Criterio de Eisenstein
II1.3.

Tanto el enunciado como la prueba del Criterio de Netto que presentamos a continuacion
son semejantes a los del Criterio de Eisenstein; ambos se apoyan en la divisibilidad o no
de los coeficientes del polinomio por un primo y sus potencias.

Proposicion II1.11 (Criterio de Netto) Sean A un DFU y f(t) := ZZ:O apth un po-
linomio primitivo de grado impar d = 2m + 1. Supongamos que existe un elemento irredu-
cible p € A tal que play, para m < k < 2m, p*|ay, para 0 < k < m y p>t ag. Entonces f es
irreducible en Alt].

Demostracion. Obsérvese que p { agm41 por ser f primitivo. Si el polinomio f fuese redu-
cible en A[t] existirfan polinomios g,h € A[t] \ A de grados r y s respectivamente tales
que f = gh. Como r + s = d es impar podemos suponer sin pérdida de generalidad que
s =deg(h) < deg(g) = r, luego

2s = 2deg(h) < deg(g) + deg(h) = deg(gh) = deg(f) = 2m + 1,
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por lo que 1 < s < m. Escribimos

donde cada b;,c; € A. Como p { agm41 = brcs se deduce que p 1 b, y p1cs. Por tanto,
I={0<i<r:pib} y J:={0<j<s:pfc}

son conjuntos no vacios, ya que r € I y s € J, luego existen k := min(I) y ¢ := min(J).

Notese que
Akyr = E bicj = bpcy + E bicj
i+j=k-+0 i+j=k-+L, ik

donde b; = 0sii > rycj =0sij> s Para cada pareja de indices (¢,7) # (k,¢) con
i+ j =k+{, se cumple que i < k o j < £. En consecuencia, p|b; o p|c;, lo que implica que
p|bicj. Por tanto p divide a la suma Ziﬂ-:k%’ i1 biCj, Pero no a bycg, por lo que p Qg
Las condiciones impuestas a p implican que k+¢=2m+1=r+sy,como k <ry { <s,
resulta k = r y £ = s. Por tanto, p|b; y p|cj para0 <i<r—1y0<j<s—1. Calculamos

S S
as = E bics—i = bocs + g bics—i.
i=0 =1

Notese que p?|as pues s < m, pero p|b; para 0 < i < s <r—1y ples_; para 1 <i < s. Por
tanto p? divide a a, y a cada sumando bjcs_; con 1 < i < s, asi que p2|bocs. Como A es
un DFU y p no divide a ¢ deducimos que p?|bg, lo que junto al hecho de que p|cg implica
que p3|boco = ag, contra la hipotesis. O

Ejemplo III.12 Se deduce directamente del Criterio de Netto que si A es un DFU, d es
un entero positivo impar y p € A es un elemento irreducible, entonces el polinomio t% — p?
es irreducible en A[t].

Comentario II1.13 La condicién sobre la imparidad del grado del polinomio es funda-
mental para la validez del Criterio de Netto. En efecto, tomando en el ejemplo anterior
d = 2k, con k € N, se tiene t2 — p? = (t’C — p) (t’C +p), luego el polinomio t%* — p? es
reducible.






CAPITULO IV

Irreducibilidad en Z[t]. Criterio de Cohn

Esta seccion estudiamos Criterios de irreduciblidad de polinomios en Z[t]. Comenzamos
presentando un ejemplo del modo de argumentar en este contexto. Después probamos el
Criterio de Cohn, que pone de manifiesto la relacion entre polinomios irreducibles en Z[t] y
ntmeros primos. Ademaés, veremos como este criterio esconde una conjetura muy profunda,
denominada Conjetura de Bunyakovsky, que enunciaremos al final de la seccién, y sobre la
que se puede consultar en [OR]. Abreviaremos c(f) = cz(f) para cada polinomio f € Z[t].

Ejemplo IV.1 Seand > 2 unenteroy 1 < a1 < -+ < ag_1 < ag = p nimeros enteros,
donde p es primo. Entonces el polinomio f(t) := t¢ 4 Z?Zl a;t%" es irreducible en Z[t].

(2) Dados ntimeros primos p; < pa < - -+ < pgq primos el polinomio f(t) := td+Z?:1 pitd?
es irreducible en Z[t].

Es obvio que el apartado (2) es un caso particular del primero, por lo que sélo necesi-
tamos demostrar (1). Como f es monico, si fuese reducible en Z[t] existirian polinomios
monicos g, h € Z[t] tales que f = gh y deg(g), deg(h) > 1. Sean

T S
g(t):=t" + Z bit"™ y h(t) =t 4+ Z et
=1 k=1

Como p = f(0) = g(0)h(0) = brcs y p es primo podemos suponer que b, = py cs = 1.
Sean aq,...,as € C, no necesariamente distintos, tales que

s

ht):=[Jt—ar) ~ Fl=ci=n(0)=(-1)]]
k=1

k=1

Para llegar a contradicciéon basta ver que el médulo de cada raiz de f es mayor que 1. En
tal caso, como las raices de h lo son de f, cada |ax| > 1 para 1 < k < s, asi que

s

S
=1 T w| = [T lewl > 1.
k=1

k=1

lo que es imposible. Sea pues a € C una raiz de f y supongamos, por reduccién al absurdo,
que || < 1. Consideramos el producto

d
p(t) == (t = 1)f(t) =Y _wt™' " —pezft].
=0

Como (1) =0, se tiene Z?:o ~vi = p. Ademas ¢(«) = 0, luego Z?:O a1t = p v asi
vi=a; —a;—1 >0 paracada i >2, 1 =a1—1>0y v=1.

— 19
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De este modo, como cada v; > 0y |a| < 1, se deduce de la desigualdad triangular que

d
_ d+1—1
p= ‘Z%a i
=0

Esto implica que ’ Z?:o Viozd+1_i’ = Zgzo vi | , es decir, la desigualdad triangular
es en este caso una igualdad, por lo que existen nimeros reales {¢; : 1 < i < d} tales que
cada ¢; > 0y yqo0 = ciygia T

d d
<Y Y =g (IV.1)
1=0 =0

‘d—&-l—z‘

Si ¢ := c; se tiene yga = cyg_10? y, como o # 0, se tiene ¢ # 0y a = v4/cy4-1 s un
ntmero real positivo. Asi, como también la segunda desigualdad de (IV.1) es una igualdad,

d d

d e =3"y y 0<a<l,

i=0 i=0
por lo que aw = 1, y esto no es posible ya que f(1) =1+ Ele a; > 0.

Antes de enunciar el resultado fundamental de esta seccién, veamos una proposicion
previa que ilustra la relaciéon entre polinomios irreducibles y ntimeros primos.

Proposicién IV.2 Sea f(t) := ag + art + - -+ + aqt? € Z[t] un polinomio no nulo. Su-
pongamos que existen my, ..., mogr1 € Z distintos dos a dos tales que f(m;) = £p; con p;
primo o 1 para todo i = 1,...,2d+ 1. Entonces f es irreducible en Z[t].

Demostracion. Veamos primero que f es primitivo. En caso contrario su contenido es,
necesariamente, un ndmero primo p, y existe un polinomio primitivo f; € Z[t] tal que
f = pfi. Entonces fi1(m;) = +1 parai = 1,...,2d + 1, es decir, el polinomio f? — 1, que
tiene grado 2d, tiene a los 2d 4+ 1 enteros my,...,mog41 por raices, lo que es absurdo.

Por tanto, si f fuese reducible en Z[t] existirian g, h € Z[t] de grado mayor o igual que
1 tales que f = gh. Denotemos

IT={i=1,....2d+1: g*(m;)) =1} vy J={i=1,...,2d+1: h*(m;) = 1}.
Como g(m;)h(m;) = f(m;) = £p; donde p; es primo o 1 se tiene
{1,...,2d+1}=TUJ. (IV.2)
Cada m; con i € I es raiz del polinomio g? — 1, que no es nulo, luego
Card(I) < deg(g® — 1) = 2deg(g).

Por la misma razén, Card(J) < deg(h? — 1) = 2deg(h), y sustituyendo estos valores en
(IV.2) llegamos a una contradiccion:

2d+ 1= Card(I U J) < Card(]) 4+ Card(J) < 2deg(g) + 2deg(h)
= 2(deg(g) + deg(h)) = 2deg(f) = 2d,

por lo que f es irreducible en Z[t]. O
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Ejemplo IV.3 Sea f(t) := t* — 2t + 8 que tiene grado d = 4. Observamos que

F)Y =17, f(=1) =11, £(3) =83, f(—5) =643, f(—7)=2423, f(9) = 6551
F(11) = 14627, f(—17)=83563 v f(—19) = 130367.

Hemos encontrado 2 -4 4+ 1 = 9 enteros distintos en los que f toma valores primos y se
deduce de la proposicion anterior que f es irreducible en Z[t].

Observaciéon IV.4 Sea g(t) := by + byt + --- + bgt? € Z[t] y supongamos que existen
m,n € Z tales que g(m) = 1y g(n) = —1. Entonces, |m — n| < 2. En efecto,

d d d
1=g(m)= Zbkmk y —1=g(n)= Zbknk ~ 2=g(m)—g(n)= Zbk(mk —nP).
k=0 k=0

k=1
(IV.3)

k

Veamos que cada m¥F — nF es multiplo de m — n.

El polinomio g(t) := t¥ —n¥ € Z[t] cumple g(n) = 0 luego, por la Regla de Ruffini,
existe hy € Z[t] tal que gi(t) = (t —n)hk(t). Evaluamos ambos miembros en t = m:
mP —n* = gp(m) = (m — n)hy(m) € (m —n)Z,

lo que sustituido en (IV.3) implica que m — n divide a 2, por lo que |m —n| < 2.

La observacion anterior sugiere el siguiente corolario que esté intimamente relacionado
con la Proposicion IV.2.

Corolario IV.5 Sea f(t) = ag+art+---+aqt? € Z[t] un polinomio no nulo. Supongamos
que existen mi, ..., mqy1 € Z tales que |my —mj| > 2 sii # j y f(m;) = £p; con p; primo
o1 para todoi=1,...,d+ 1. Entonces f es irreducible en Z[t].

Demostracion. Veamos que f es primitivo. En caso contrario su contenido es, necesaria-
mente, un namero primo p, y existe un polinomio primitivo f; € Z[t] tal que f = pfi.
Entonces |f(m;)| = 1 para i = 1,...,d + 1. Ademas, por la Observacion anterior IV.4,
existe ¢ € {—1,+1} tal que f(m;) = ¢ parai = 1,...,d + 1. Esto es imposible porque
implica que el polinomio f; — ¢ cuyo grado es d, tiene al menos d + 1 raices.

Por tanto, si f fuese reducible en Z[t] existirian g, h € Z[t] de grado mayor o igual
que 1 tales que f = gh. Como g(mq)h(m1) = £p; donde p; es primo o 1, alguno de los
niameros g(m1) y/o h(my) vale 1 o —1y, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
g(m1) = e1 € {—1,+1}. Esto implica, por la Observacion IV .4, que g(m;) # —e1 para
j=2,...,d+1.

Obsérvese que deg(g) = deg(f) —deg(h) < d — 1 luego el valor que toma ¢ en al menos
dos elementos del conjunto {mi,...,mgs1} es distinto de €1, ya que en caso contrario
el polinomio g — €1, que no es nulo, tendria mas raices que grado. Tras reordenar si es
preciso podemos suponer que g(mg) # €1y g(mas1) # €1. Como £p; = g(m;)h(m;)
concluimos, empleando de nuevo la Observacion IV .4, que existe eg € {—1,+1} tal que
h(mg) = h(mgy1) = e2 € {—1,+1}. Para terminar denotemos

Ilz{i:L...,d—l-l: g(mi):q} e IQZ{iZl,...,d—l-li h(mz):&“g}
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Se tiene Card([;) < deg(g — 1) = deg(g) y Card(l2) < deg(h — e2) deg(h). Como
{1,...,d+ 1} = U I, (IV.4)

d+ 1= Card(I; U I) < Card(I) + Card(l2) < deg(g) + deg(h) = deg(f) =d,

que es una contradiccion, por lo que f es irreducible en Z[t]. O

Ejemplo IV.6 Se deduce del Corolario IV.5 que el polinomio
f(t) =15 — 3¢5 — 87t* + 118t% — 33t? + 21t — 1
es irreducible en Z[t] pues toma los siguientes valores:

£(—22) = 107187629, f(—8) = —58601, f(—4) = —23269, f(0) = —1,
£(12) = 634859, f(18) = 19888469 v f(30) = 588786929

y, salvo f(0) = —1, los restantes son primos u opuestos de primos.

Ejemplo IV.7 Vamos a demostrar que el polinomio f(t) := t* +2t3 — 13t2 + 10t + 3
es irreducible en Z[t]. Como es primitivo es suficiente probar, en virtud del Corolario 1.15,
que lo es en Q[t]. Como vimos en el Criterio de la homotecia, Proposicion 1.8, esto ultimo
equivale a que sea irreducible en Q[t] el polinomio

f3(t) = f(3t) :=3¢(t), donde g(t):=27t* +18t> —39t2 + 10t + 1.

Como 3 es una unidad en Q basta demostrar que g es irreducible en Q[t]. Para ello
aplicamos el Corolario IV.5, pues se cumple:

F0)=1, f(1)=171, f(4) =74811, f(6)=375371, f(10) = 2842011,
F(15) = 14190011, f(22) = 64979211, f(36) = 461392571 y f(45) = 112278601,

y, salvo f(0) = 1, los restantes valores son primos.

El Corolario IV.5 puede refinarse si los coeficientes del polinomio involucrado cumplen
ciertas condiciones. Esto constituye un criterio ttil para decidir la irreducibilidad de ciertos
polinomios: el Criterio de Cohn, que Polya y Szego atribuyen en [PS] a Arthur Cohn, un
estudiante de Schur que vivi6 en la primera mitad del s. XX.

Teorema IV.8 (Criterio de Cohn) Sea p := Z?:o a;10° la escritura de un entero pri-
mo p en base 10. Entonces el polinomio f(t) := Z?:o a;t! es irreducible en Z[t].

Este criterio fue generalizado en [BFO| sustituyendo la base 10 por cualquier base mayor
o igual que 2. Es decir, se tiene el siguiente criterio de irreducibilidad.

Teorema IV.9 (Criterio de Cohn generalizado) Sea p := Z?:o a;b la escritura de
un entero primo p en base b > 2. Entonces f(t) := Z?:o a;t! es irreducible en Z[t)].
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Podemos reformular este criterio de modo mas intuitivo, pues el criterio de Cohn ge-
neralizado es equivalente a la siguiente afirmacion:

“Sea f(t) := Z?:o a;t' € Z[t] de grado d tal que 0 < a; < b para cierto entero positivo
b, y supongamos que f(b) es un nimero primo. Entonces f es irreducible en Z[t]".

Antes de demostrar el Teorema IV.9 necesitamos varios lemas auxiliares.

Lema IV.10 Sean f(t) := Z?:o a;t? € C[t] un polinomio de grado d con coeficientes en

:ogz‘gd—l}. Entonces, |o| < H + 1.

C yaeC una raiz de f. Sea H := méx{‘—"

a
aq

Demostracion. Si H = 0 entonces f(t) =t? asi que « =0y |a| = 0 < H + 1. Suponemos
pues que H > 0. Si |a| < 1 entonces |a| < H 4+ 1 y nada hay que probar. Supongamos que
|a] > 1. Como « es una raiz de f, tenemos:

0= f(Oé) = adozd + ad_lad_l +---+agp ~> —adad = ad_lad_l + -+ ag,
y dividiendo por |ag| ambos miembros y aplicando la desigualdad triangular:

o] — 1
o] =1

Ad—1
aq

o] < 20

gH(1+|ay+-~-+|a|d—1):H-< > (IV.5)

aq

Como |a| — 1 > 0, multiplicando por este factor los dos miembros de la desigualdad (IV.5)
se tiene:
Y — | < H(Ja|? — 1) < Hl|a|*,

y dividiendo ambos miembros por |a|? obtenemos || — 1 < H, como queriamos. g

Lema IV.11 Sean f(t) := Z?:o a;t € Z[t] primitivo de grado d y

a;

H = méx{

:0§i§d—1}.
ad

Si eziste un entero n > H + 2 tal que f(n) es primo, entonces f es irreducible en Z[t].

Demostracion. Si f fuese reducible en Z[t], y puesto que es primitivo, existen g, h € Z[t]
de grado positivo tales que f(t) = g(t)h(t). Evaluando esta igualdad en t = n, y ya que
p = f(n) = g(n)h(n) es primo, podemos suponer que g(n) = 1. Sean a, ..., Qgeg(g) 128
raices, no necesariamente distintas, de g en C. Por el Lema IV.10 cada |a;| < n, luego

deg(g) deg(g) deg(9)
gy =) [[ ®-a) ~ 1=lgm)l=09) - [] In—ail =ty [] (n—lal).
i=1 i=1 i=1
Utilizando de nuevo el Lema IV.10, n — |oy;| > n — (H + 1) para cada indice 4, y se tiene
deg(g)
L=lg(n)| > tg) [ (n—(H+1) =1,
i=1

que es una contradiccion, lo que demuestra que f es irreducible en Z[t]. ]
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Ejemplo IV.12 Se deduce del Lema IV.11 que f(t) := 3t° + 2t? + t + 3 es irreducible
en Z[t] pues en este caso H = 1y f(5) = 9433 es primo.

Lema IV.13 Sea f(t) := agt? 4+ ag_1t?¥' +--- + art + ag € Z[t] un polinomio de grado
d > 2. Supongamos que aqg > 1, que ag_1 > 0, y sea p un nidmero real positivo tal que que
la;| < p para todoi =1,...,d—2. Sea a € C una raiz de f. Entonces se cumple una de las
dos condiciones siguientes:

: . 14+/TH4
(i) La parte real R(a) <0 o (ii) |of < 5L,

Demostracion. Sea z € C tal que |z| > 1y R(z) > 0. Entonces

z Q. _ a Qa
’fz(d) :‘ad_i_ dzl+._.+zd%1+;2, y por tanto
f(2) ‘ ag-1 ’ ‘ ad—2 a9
S\ S Za—l) =1. V.6
’zd > Jaq + Sttt (IV.6)

Como cada |a;| < p parai=0,...,d — 2 se deduce de la desigualdad (IV.6)

)

f(Z) ad—1 1 1 ’ ad—1 P 1 1
PASIAEN o — =) = B T R
e R N ) A R A R E
1— 1 d—1
ag—1 p [2[dT ‘ @d—l‘ P 2|70 -1
= |aq + SR (N I P SR N ol
= p ( - ) SR I FEAETE (R
[2]
ag—1| p (27t =1) aq—1 1 1
o 1 o 52, :
z |2|%(]z - 1) z l21(l2l = 1) l2l4(l2] = 1)
> |aqg + a-1] _ P >R (ad + ad_l) - P =R (ad + ad_lz)
z 2| (|2 — 1) z 2| (|2 — 1) 2Z
p aqg—1%(z) p p p
Y e S A >ag———— >1-—FP
|2/ (|2] = 1) 2z |2|(|2] = 1) |21(2] = 1) |2/ (|2] = 1)
(IV.7)
Por tanto, hemos comprobado que para cada z € C tal que |z| > 1 y R(z) > 0 se tiene
2
f(2) p Pl =p_ (ll=3)" = (p+1) v
C.d o - 2 - 2 : (IV.8)
z |2/ (|2] - 1) |22 — 2] |2 — |2

Ya estamos en condiciones de demostrar el enunciado. Sea o € C una raiz de f. Podemos
suponer que |a| > 1y que R(«) > 0, pues en caso contrario el resultado es trivialmente
cierto. Entonces, por (IV.8),

1)2 1
0 |/(@ (ol =35)" = (p+3)
ad jo? = o
El denominador |a|? — |a| = |a|(Ja| — 1) de la tltima fraccién es positivo porque |a| > 1,
luego el numerador es negativo, es decir, (2|a|4_1)2 < 124”, esto es, |a] < Lrvitdp VQIH’). O

Ya podemos demostrar el criterio de Cohn generalizado para toda base b > 3, dejando
el caso b = 2 para mas adelante.
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Teorema IV.14 Sean b > 2 un numero entero y p un nimero primo cuya escritura en
base b es:
p=agh®+ag_ b+ +ag, donde d>1.

Sea f(t) := agt? + ag_1t?¥ ' 4+ --- 4+ ag. Entonces:
(1) El polinomio f(t) es primitivo en Z[t].
(2) Sib> 2 el polinomio f(t) es irreducible en Z[t].

Demostracion. (1) Sean c(f) el contenido de f y ¢ := C‘(l?), para k =0,...,d. Entonces,

d d
p= Zakbk =c(f) chbk.
k=0 k=0

Si f no fuese primitivo esta igualdad implica que c(f) = p, por lo que Zi:o cpbf = 1.

Como cada ¢, > 0y ¢g > 1 resulta 1 < ¢gb? < Ei:o cxb® =1, que es una contradiccion.

(2) Supongamos que f es reducible en Z[t]. Por (1) existen g, h € Z[t] de grado mayor o
igual que 1 tales que f(t) = g(t)h(t). Entonces p = f(b) = ¢g(b)h(b) y podemos suponer que

g(b) = 1. Sean aq, ..., (ldeg(g) 1@s Talces, no necesariamente distintas, de g en C. Entonces,
deg(g)
g(t) =g ] (t— ). (Iv.9)
i=1

Los coeficientes de f son enteros no negativos y f es de grado d, luego ag > 1y aq—1 > 0.
Ademas, |a;| < b—1 para todo i = 1,...,d — 2. Aplicando el Lema IV.13 con p:=b—1,y

puesto que cada «; es raiz de f, deducimos que
1++/1+40b-1
bien R(a;) <0, o bien |o4] < i ; ( )

En el primer caso,

\b—ai\ Z%(b—az) :b—%(ai) >b>1, (IV.lO)
mientras que en el segundo, como 1 < (b — 1) — 1 por ser b > 3, multiplicando ambos
miembros por 4(b — 1) y sumando 1 se tiene

14+4(b—1)<4(b—-1)2—4(b—1)+1=(2(b—1) — 1)%
Extrayendo raices cuadradas en ambos miembros resulta

L VIHA0-1) _,

1+4(b—-1)<2(b-1)—1, esdecir, |a;|< 5

En particular,
[b— | > 10| — || >b—(b—1) =1. (IV.11)

De (IV.10) y (IV.11) se deduce que, en cualquier caso, |[b—a;| > 1 parai=1,...,deg(g), y
evaluando en t = b la igualdad (IV.9) obtenemos una contradiccion, por lo que el polinomio
f es irreducible en Z[t]:

deg(g)
1=g)| =) [] Ib—al>1, O
=1

Para abordar el caso b = 2 necesitamos refinar el Lema IV.13.
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Lema IV.15 Sea a € C una raiz del polinomio f(t) := aqt? + ag_1t* ' +--- 4+ ag donde
cada a; € {0,1} y aqg # 0. Denotemos ® := H—Q‘/g la razon durea.

(1) Si |arg (a)| < %, entonces |af < 3.

(2) Si|arg (a)| > %, entonces |[R(a)| < %.

A 3
(3) En cualquier caso, [R(a)| < 3.

Demostracion. Sid = 1, entonces f(t) =t o f(t) = t+1, cuyas raices son, respectivamente,
a=0ya=—1.Enelprimer casoarg (0) = 0 < T y |a| = 0 < 3. En el segundo arg (a) = 7
v [R(a)| =1 < £ Estudiamos ahora el caso d = 2. Existen cuatro polinomios de grado 2

V2

cuyos coeficientes son ceros y unos:
fi(t) =t fo(t) =2+ t; f3(t):=t>+ 1y fa(t):=t>+t+1

Las raices de f1 y f2 son 0 y —1 y acabamos de ver que ambos casos satisfacen el enunciado.
™

Las raices de f3 son +i, donde i := y/—1 cuyos argumentos son 3 y 37” La parte real de
ambas raices es nula, y se cumple (2). Por wltimo, las raices de fy son e27/3 y ¢47/3 cuyos

argumentos son i , cuyo valor absoluto es mayor que 7. El valor absoluto de la parte

1 P
real m rai =< —.
eal de ambas aces es 5 < 73

Suponemos a partir de ahora que d > 3. Para cada z € C\ {0} tenemos:

’fij) ad- 2‘_<’1’3+ . +‘21’d> (IV.12)

y vamos a demostrar (1). Sea z € C tal que |arg(z)| < Z. Entonces |arg (2?)| < 2F = Z.
En consecuencia, R(z) > 0y R(2?) > 0, asi que

o(2)-5(3) -0 8(2) -5 () -2

luego empleando la desigualdad (IV.12) resulta

(2) ’ ag—1  Gg—2 1 1
JACARS gye( )‘_ B
24 |~ z 22 |2]3 teet | 2|4
1 1 1 1
=1+a41R(- LR (=) - (= —
o (z)*“d : <) <rz\3+ N rzrd>
V.13
>1 1<1+1+ T )‘1 1 (1= e e
T =P ] 2|43 2P\ 11—
1 1 1 S22 -1
=1- 3 +oo >1- 0 Nl -~
[2[2(Jzl = 1) [2|%(]z] = 1) [22(1zl = 1) (2] = 1)]2|

El polinomio A(t) := t3 — t2 — 1, que evaluado en t = |z| aparece en el numerador de la
tltima igualdad, solo tiene una raiz real. En efecto, h'(t) = 3t% — 2t = t(3t — 2), luego
como funcién real de variable real h solo es decreciente en el intervalo (07 3) Como h(0)
v h (%) son negativos, h tiene una tnica raiz real que, ademas, es mayor que 3. De hecho,
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h (%) = % > 0, luego la tnica raiz real de h esta en el intervalo (%, %), asi que h(z) > 0 si
z > 3. Como para valores de z que cumplen |arg (z)| < T se tiene
f(z) h(lz)
|7 (= )

resulta que si |arg (2)| < T y |2| > 3, entonces |f(2)| > 0y, en particular, f(z) # 0. Por
tanto, si o € C es raiz de f y |arg (a)| < T, entonces |a| < 2, lo que prueba (1).

Veamos ahora (2). Se deduce del Lema IV.13 aplicado con p := 1 que |a| < 1+—2‘/5 = .

Ademas, | cos(arg (@))| < cos (§) = @ En consecuencia,

V2 P
(R(a)] = |af - | cos (arg (a))] < —— = 7

(3) Este apartado se deduce de los dos anteriores porque |R(a)| < |a] y % < 3. O

Demostramos ya el Teorema de Cohn generalizado para el caso en que la base es b := 2.

Teorema IV.16 Sea p un nimero primo cuya escritura en base 2 es:

p = a2t +ag_27 4+ ag, donde d > 1.
Entonces, el polinomio f(t) := aqt? +ag_1t%' 4+ --- + ag es irreducible en Z[t].
Demostracion. Vimos en el Teorema IV.14 (1) que f es primitivo, luego si f fuese reducible
en Z[t] existirian g, h € Z[t] de grado mayor o igual que 1 tales que f(t) = g(t)h(t), asi

que p = f(2) = g(2)h(2) y podemos suponer que g(2) = 1. Sean ar, ..., Qqeg(g) las raices,
no necesariamente distintas, de g en C, y escribimos

deg(g)
g(t) =g) T (t— o). (IV.14)
i=1
Como cada a; € {0,1} estamos en las condiciones del Lema IV.15, luego |[R(e;)| < v := 3
para cada i = 1,...,deg(g). Comprobemos que todos los coeficientes del polinomio
deg(g)
g(t) =gt +v)=Lg) [] (t+v—a)€eR]]
i=1

son positivos. En efecto, si o; € R entonces arg (a;) = 0 < 7, y se deduce del Lema IV.15
que |a| < v, por lo que los dos coeficientes del polinomio t 4+ v — «; son positivos. Si ; no
es real, entonces @; es raiz de f, pues los coeficientes de f son nimeros reales. Por tanto,
t — @; es otro factor de g, y al multiplicar los correspondientes factores de g(t) resulta

(t+v—)(t+v—a) =t>+2R(v — )t + v — o)?,

cuyos coeficientes son positivos porque R(q;) < v. Por ser g producto de factores con
coeficientes reales positivos, sus coeficientes son positivos. Por tanto, los signos de los
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coeficientes del polinomio g(t) := g(—t + v) son alternos: positivos los de las potencias de
exponente par de t y negativos los de las potencias de exponente impar. Entonces, para
todo niimero real positivo  se cumple |g(x)| < g(z). Evaluando la desigualdad en z := 1

'
ol = [s (-5 +3)|=|a ()| <3 (3) ~s2 -1

Pero g(1) € Z ya que g € Z[t], luego |g(1)| es un entero no negativo menor que 1. Por ello
g(1) =0, asi que f(1) =0, y esto es falso ya que

f)y=a44+aq-1+---+ap >0, puescada a; =0,1 y ag = 1. O

Ejemplo IV.17 Aplicando el Criterio de Cohn generalizado para b = 8 se deduce que el
polinomio f(t) := 3t° + 2t2 + 4t + 3 es irreducible en Z[t] pues todos sus coeficientes son
no negativos y menores que 8 y f(8) = 98467 es primo.

Ejemplo IV.18 Se deduce del Teorema IV.16 que los polinomios f,(t) = t2" + 1 son
irreducibles en Z[t] para m € {0,1,2,3,4} pues para estos valores de m los nimeros
fm(2) = 22" 4+ 1 son primos de Fermat.

Comentarios IV.19 (1) Supongamos dado un polinomio primitivo f € Z[t] de grado
d > 2 cuyos coeficientes no nulos son positivos e intentamos demostrar que es irreducible
en Z[t] aplicando el Teorema de Cohn. Escribimos f(t) := Z?:o a;t!, y se trata de buscar
un entero b > 2 mayor que cada a; y tal que f(b) sea primo. En dicha busqueda nos ayuda

observar que, necesariamente, med (b, ag) = 1. En efecto, sea ¢ := med (b, ag) y escribimos

d d ;

. .bl
b) = +§ R +§ @ IV.15
f(b) =ag 2 a c (c . ( )

i=1

Los dos factores del miembro de la derecha son ntimeros enteros positivos y

B X d 2
e e FF )
Cc i1 C C C

De esto y la igualdad (IV.15) se deduce, puesto que f(b) es primo, que ¢ = 1.

(2) En la prueba del Criterio de Cohn generalizado la primalidad de f(b) ha jugado un papel
relevante, pero no tan imprescindible como en un principio pudiese parecer. El argumento
ha consistido en demostrar que f es primitivo, luego en caso de ser reducible es producto de
dos polinomios g y h de grados positivos, y deducir que se puede suponer que g(b) = 1. Pues
bien, veremos a continuacién que anadiendo cierta hipétesis adicional podemos sustituir
“primo” por “potencia de primo” y seguir concluyendo que g(b) = 1, lo que proporciona la
contradiccidon buscada. Esto no es factible sin anadir hipotesis adicionales. Por ejemplo, al
escribir 49 = 72 en base 5 se tiene

49=4+4-5+5>

y el polinomio f(t) := 4 +4t +t? = (t +2)? es reducible en Z[t]. Sin embargo se tiene el
siguiente resultado, véase [BBZ].
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Teorema IV.20 (Criterio de Cohn para potencias de primo) Sean b > 2 y s > 1
dos enteros y p un numero primo. Sea p° = Z?:o a;b’ la escritura en base b de p® y con-
sideremos el polinomio f(t) := Z?:o a;t'. Supongamos que p no divide a f'(b). Entonces

f es irreducible en Z[t].

Demostracion. Si s = 1, el resultado se deduce de los Teoremas IV.14 y IV.16. Supongamos
pues que s > 2 y comprobemos que f es primitivo. En caso contrario tomamos un divisor
primo ¢ de su contenido c(f). Como g|a; para i =0, ..., aq resulta que q|p°, luego g =py
esto implica que p divide a Z‘ij:l ia;b =1 = f'(b), lo que es falso.

Asi, si f es reducible en Z[t] existen g, h € Z[t] de grado mayor o igual que 1 tales que
f = gh, luego p®* = f(b) = g(b)h(b), asi que, sin pérdida de generalidad podemos suponer
que plh(b) y distinguimos dos casos, segun que h(b) # £p°® o h(b) = £p°.

Si h(b) # +p*, entonces p|g(b). En tal caso f'(b) = g(b)h'(b) + ¢'(b)h(b) € pZ, contra
lo supuesto en el enunciado. Por tanto h(b) = +p°®, y podemos suponer g(b) = 1. A partir
de aqui se repite la prueba de IV.14 y IV.16 segiin que b > 3 o b = 2. ]

Observacion IV.21 Esnatural preguntarse si el siguiente “reciproco'del Criterio de Cohn
generalizado es cierto:

Dado un polinomio f(t) := Z?:o a;t! irreducible en Z[t] de grado d cuyos coeficientes
son no negativos, jexiste b € Z tal que 0 < a; < b para todoi = 0,...,b—1 de modo que f(b)
sea primo? Dicho modo, jpuede ser demostrada aplicando el Criterio de Cohn genaralizado
para una base adecuada b la irreducibilidad en Z[t] de todo polinomio irreducible cuyos
coeficientes son enteros no negativos?

En caso de ser cierto, este resultado proporcionaria un procedimiento para encontrar
ntmeros primos a partir de polinomios irreducibles. Recordemos que la bisqueda de nu-
meros primos es fundamental en campos como la criptografia, pues son el fundamento del
algoritmo de cifrado RSA, o la informatica, pues tradicionalmente se utilizaban nimeros
primos como test para procesadores. Pero el enunciado es falso. Basta tomar el polinomio
ft) =t>+t+2=1t(t +1)+2, que es irreducible en Z[t], pues es primitivo y carece de
raices enteras, pero cumple que f(b) es un entero par mayor que 2, luego no es primo, para
todo entero b > 2. Este ejemplo se puede plagiar como sigue. Si k es un entero positivo y
el polinomio

fe®)=tt+1D)(t+2)---(t+k—-1)+k

es irreducible en Z[t], sus coeficientes son no negativos y, como el producto de k enteros
consecutivos es multiplo de k, su irreducibilidad no puede ser confirmada mediante el
Criterio de Cohn ya que para todo entero positivo b mayor que los coeficientes de f se
cumple que f(b) € kZ no es primo. Sin embargo, la denominada Conjetura de Bunyakouvsky,
que debe su nombre a Viktor Bunyakovsky (1804-1889), matematico ruso que contribuyo
en gran medida al desarrollo de la teoria de nameros, el anélisis real y complejo y la
probabilidad, va en la linea del resultado que buscamos. La conjetura dice lo siguiente:

Sea f(t) € Z[t] un polinomio irreducible de grado mayor o igual que 1 con coeficientes
enteros y coeficiente director £(f) > 1. Supongamos que existe un entero positivo k de modo
que med (f(1), f(2),..., f(k)) = 1. Entonces, existen infinitos enteros no negativos x; € 7
tales que f(x;) es un nimero primo.
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Esta conjetura no ha sido probada. El caso particular en que f(t) := ag + a1t donde
med (ag, a1) = 1 fue conjeturado por Gauss y demostrado por Dirichlet.

Aunque el polinomio f(t) = t? 4+t 4 41 cumple que f(k) es primo para 0 < k < 39,
Goldbach demostré que no existe ningin polinomio con coeficientes racionales tal que
f(n) sea primo para todo n € Z*. Mucho mas recientemente Jones-Sata-Wada-Wiens
encontraron un polinomio f de grado 25 en 26 variables tal que f(N26) NZ* es el conjunto
de todos los ntimeros primos cuando z recorre N6,

Una versiéon mas general de la conjetura de Bunyakovsky afirma que si fi, ..., f, € Z[t]
estan en las condiciones de la conjetura y para todo primo p existe b € ZT tal que p no
divide a f;(b) para cada ¢ = 1,...,n, entonces existen infinitos enteros positivos m que
cumplen que f;(m) es primo para cada i = 1,...,n. Caso de ser probada, esta conjetura
demostraria algunas de las conjeturas mas famosas de las matematicas como la Conjetura
de los primos gemelos, que se corresponde con el caso fi(t) :=ty fa(t) ==t +2,0la
Conjgetura de Sophie-Germain, que corresponde al caso f1(t) ==ty fa(t) := 2t + 1.

Observacion IV.22 Sea f € Z[t] tal que £(f) > 1 (en caso contrario multiplicamos f
por —1). En ocasiones podemos usar la conjetura de Bunyakovsky junto con el Corolario
IV.5 para decidir la irreducibilidad de f. En efecto, la conjetura de Bunyakovsky asegura,
para un conjunto grande de polinomios f, que existen infinitos enteros n tales que f(n)
es primo. Observemos en primer lugar que si el término independiente de un polinomio
f € Z[t] cumple que f(0) = ap = £1, no existe m > 1 tal que m|f(n) para todo n € N.
Para ver esto, si denotamos d := deg(f), escribimos

f(t) = tg(t) + ao

donde g(t) es un polinomio de grado d — 1. Entonces m no divide a f(m) = mg(m) £ 1
para todo m € Z mayor que 1.

Se trata por tanto de transformar, mediante un procedimiento que preserve la irredu-
cibilidad, el polinomio primitivo f € Z[t] cuya irreducibilidad queremos estudiar en otro,
digamos g, que cumpla g(0) = c(g). Si logramos esto, escribimos g(t) = c(g)g1 y se tiene
91(0) = 1. La irreducibilidad de g; en Z[t] se puede abordar mediante la conjetura de
Bunyakowsky. Esta implica la irreducibilidad en Q[t] de g, y por ello la de f, lo que junto
con el hecho de que f es primitivo proporciona su irreducibilidad en Z[t].

LY cual es el procedimiento para asociar g a f preservando la irreducibilidad? El Criterio
de la homotecia 1.8 eligiendo a := |f(0)]. A partir de aqui, basta usar la Proposicion
IV.2 hasta encontrar 2d + 1 enteros cuyas imagenes por f sean ndmeros primos o sus
opuestos. Esto, en virtud de la conjetura de Bunyakovsky, siempre deberia ser posible (en
caso de encontrar un polinomio que no lo cumpla habriamos demostrado la falsedad de la
conjetura), por lo que se trata de efectuar suficientes evaluaciones de f en ntiimeros enteros
hasta encontrar 2d 4+ 1 cuyas imagenes por f sean ntimeros primos.

Este método es con frecuencia ineficaz desde el punto de vista computacional. Por
ejemplo, el polinomio: f(t) = t'2 4488669, que es irreducible en Z[t] en virtud del Criterio
de Eisenstein, Corolario II1.3, aplicado con el primo p = 107, cumple que f(616980) es
primo y f(n) es compuesto para todo n < 616980.



CAPITULO V

Criterio de Perron

La demostracion del Criterio de Cohn ha requerido emplear argumentos que involucran
polinomios con coeficientes complejos y sus raices en C. Esto se ha puesto especialmente
de manifiesto en la demostraciéon del Lema IV.13 o en el enunciado del Lema IV.10 que
es valido para cualquier polinomio con coeficientes complejos. En la prueba del Criterio
de Perron profundizamos en la conexion entre polinomios irreducibles y anéalisis complejo.
La prueba se apoya en el Lema V.4, del que daremos dos demostraciones. La segunda se
basa en el Teorema de Rouché del analisis complejo, que no demostraremos. Para comenzar,
presentamos un criterio similar al de Perron pero cuya demostracion es mucho més sencilla.

Proposicién V.1 Sea f(t) = ap + a1t + -+ + ag_1t9"! + aqt? € Z[t] un polinomio de
grado d > 1 tal que |ag| es primo o 1 y, ademds,

d

> lail < aol.

=1

Entonces f es irreducible en Z[t].

Demostracion. Veamos que cada raiz o € C cumple || > 1. En caso contrario,

d d d
Y oaial| <Y ail ol <Y ail,
i=1 i=1 i=1

contra lo supuesto. Supongamos ahora que f es reducible en Z[t]. Como es primitivo existen
g, h € Z[t] de grado mayor o igual que 1 tales que f = gh. Entonces

laol = [£(0)] = lg(0)[ - [R(0)]

y, como |ap| es primo o 1, se tiene |g(0)] = 1 o |h(0)| = 1. Sin pérdida de generalidad po-
demos suponer que |g(0)] = 1. Sean ay, ... s Qdeg(g) las raices complejas, no necesariamente
distintas, de g. Entonces,

lag| =

deg(g) deg(g)
gt)=Lg) [] (t—a) ~ 1=]g(0) H o).
i=1

Cada «; es raiz de f por serlo de g luego, por lo ya probado, cada |a;| > 1, asi que

deg(g)
1< H || = 7)‘
que es una contradiccion, lo que demuestra que f es irreducible en Z[t]. O

— 31



32 Criterio de Perron

Ejemplo V.2 El polinomio f(t) = t*—3t3+3t%—3t+7 es irreducible en Z[t]. Empleando
el Criterio de la traslacion 1.7, basta probar que lo es ¢g(t) := f(t + 1). Como

glt) =ttt +t3 -2t +5

es suficiente aplicar la Proposicién anterior V.1.
Sin mas preambulo, enunciamos el Criterio de Perron.

Teorema V.3 (Criterio de Perron) Sea f(t) = ag + a1t + - +ag_1t7 1 +t¢ € Z[t]
tal que ag # 0, y supongamos que |ag|+ - - -+ |ag—2| + 1 < |ag—1|. Entonces f es irreducible
en Z[t]

Antes de demostrar este teorema, necesitaremos el siguiente lema previo.

Lema V.4 Sea f(t) :=ag+ a1t + - +ag_1t "+t € Z[t] tal que ag #0 y
lag| + - -+ + |ag—2| + 1 < |ag—1].

Entonces, exactamente una de las raices complejas de f tiene modulo mayor que 1 y,
ademds, su multiplicidad como raiz de f es 1. Las restantes raices complejas ao, ..., aq de
f, no necesariamente distintas, cumplen |o;| < 1.

Demostraremos este lema de dos maneras distintas. En la segunda empleamos uno de
los teoremas bésicos del analisis complejo: el Teorema de Rouché.

Demostracion. En primer lugar veamos, por reduccion al absurdo, que ninguna raiz com-
pleja a de f cumple |a| = 1. En efecto, sea o € C un raiz de f. Entonces,

—ag_10¥ N =apg+aja + -+ ag_oa®? + ol (V.1)
Supongamos que |a| = 1. Tomando modulos en la igualdad (V.1) se tiene
|ag—1] = |aa—10" | = |ag + a1+ -+ + ag_20®* + | < |ag| + |ar| + -+ + |ag_a| + 1,

en contra de lo supuesto en el enunciado. Denotamos aq,...,aq € C las raices complejas
de f, no necesariamente distintas. Como f es moénico se tiene

d
[[o
i=1

luego al menos una raiz de f, digamos aq, cumple |a1| > 1. Como f(t) es multiplo en CJt]
de t — o1 se escribe

d

d
fe =]t -) ~ J]lul=
=1

i=1

= [f(0)] = lao| = 1,

f(x)

9(t) = gy Sttt ba—1t?"" € C[t],

o lo que es lo mismo,

f(t) = (t—al)(bo—i-blt-f—- : '+bd71td71) = bdfltd—i-(bdfg—bdfloél)tdfl—i-- --—boay. (VZ)
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Todo se reduce a probar que el médulo de cada raiz de g es menor que 1 pues esto implica,
en particular, que o no es raiz de g, es decir, aq es raiz simple de f. Igualando coeficientes
en la expresion (V.2) y, puesto que f es monico,

bg-1=1, ap=—-bpay y ap=bp_1—bra; paratodo k=1,...,d—1.
Empleando la desigualdad del enunciado y la desigualdad triangular resulta:

|ba—2| + |a1| > |bg—2 — a1]| = |bag—2 — ba—101| = |ag—1]| > 1+ |ag—2| + - - - + |ag|
=1+ [bg—3 — bg—ga1| + - - - + |bo — brou| + |boci |
> 14 ([ba—2| - |a1| = [ba—s|) + -+ ([b1] - |oa| — [bo) + |bo| - [cu1]
=1+ |bg—2| + (Jar| = 1) (|ba—2| + [bg—3| + - - + [b1] + |bo]) -

Simplificando el sumando |b;s_2| en ambos miembros y pasando el sumando 1 de la derecha
a la izquierda se tiene

lar| = 1> (Jaa| = 1) (|bg—2| + |ba—3| + -+ |b1] + [bo])

y puesto que |aq| > 1 resulta Z?;(Q) |bj| < 1. Para terminar, supongamos que g posee una
raiz a que cumple |«| > 1. Entonces:

d—2 d—2
0=lg(a)l = > _bjad +a® | > ]al" = |bj|-[a}) — by
=0 =1

d—2 d—2
> ||t = o (Y2 Jbsl) = el (1= (X Jesl) > 0
=0 j=0
que es una contradiccion ya que g(a) = 0. O

Para la segunda demostraciéon de este lema necesitamos el Teorema de Rouché. Para
enunciarlo necesitamos algunas definiciones previas.

Definiciéon V.5 Sea C C R™ una curva diferenciable compacta. Se dice que C es una curva
cerrada simple si existe una aplicacion diferenciable x : I := [a,b] — R™ tal que x(I) = C,
x(a) = x(b) y la restriccion de x al intervalo abierto (a,b) es inyectiva.

Observacion V.6 La circunferencia unidad es una curva cerrada simple, parametrizada
por la aplicacion x : [0,1] — R2, ¢ — (cos 27t,sen 27t) que es diferenciable, su restriccion
al intervalo (0, 1) es inyectiva y cumple x(0) = x(1) = (1,0).

Definiciones V.7 (1) Sea Q2 C C un subconjunto abierto. Se dice que la funcion f: Q@ — C
es analitica si para cada zp € C existen un entorno abierto U de zg en C y una serie
convergente Y °  a,t™ € C{t} tal que para cada z € U se tiene

f(z) = Z an(z — zo)".

n=0
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(2) Se dice que zg € C es una raiz de multiplicidad k de la funcion analitica f si f7)(z9) = 0
para 0 < j <k —1y f"(z) #0.

Se desprende directamente de la definicion que los polinomios en C[t] son funciones
analiticas de C en C y que la multiplicidad de zg € C como raiz del polinomio f coincide
con su multiplicidad como raiz de la funcién analitica f.

Teorema V.8 (Rouché) Sean Q2 C C un subconjunto abierto acotado tal que C := Q\ Q
es una curva cerrada simple, y g y h dos funciones analiticas en Q y continuas en ).
Supongamos que |g(z)| > |h(2)| para todo z € C. Entonces g y g + h tienen el mismo
numero de raices en £ contando cada una tantas veces como indica su multiplicidad.
Demostracion alternativa del Lema V.4. Dado el polinomio f(t) := E?:_ol a;it’ + t¢ del
enunciado definimos

g(t) == ag_1tTt vy h(t) = f(t) —ag_1tt L

Consideremos el disco abierto Q := {z € C: |z| < 1} y observamos que, por ser polinomios,
las restricciones glg : 2 — C y hlg : @ — C son funciones analiticas y sus restricciones
al disco cerrado € son funciones continuas. Nétese que la frontera 9 := Q\ Q es la
circunferencia unidad C := {z € C : |z| = 1}, que es una curva cerrada simple.

Para todo z € C se cumple |z| = 1 luego, por las hipotesis del enunciado,

19(2)| = |ag—12%7| = |ag_1] > 1+ |ag_a| + - + |ao|

= ]zd] + |ag—2| - \zd*2] + -+ ag| > ]zd +ag 2% 24+ apl = |h(z)].

(V.3)

Estamos por tanto en las hipotesis del Teorema de Rouché, luego g y f = g + h tienen el
mismo ntmero de raices en . Como g tiene por (tnica) raiz t := 0 € Q con multiplicidad
d—1, f tiene d — 1 raices en el interior del disco unidad, como queriamos probar.

Como deg(f) = d, f tiene una tnica raiz, digamos «, en C \ Q y para terminar basta
demostrar que |a| # 1. Para ello basta repetir el argumento empleado en la primera
demostracion del Lema V.4. Probado éste procedemos a demostrar el Criterio de Perron.

Demostracion del Criterio de Perron V.3. Supongamos que f es reducible en Z[t]. Como
es monico es primitivo, luego si fuese reducible en Z[t] existirian polinomios g y h de grado
mayor o igual que 1 con coeficientes enteros tales que f(t) = g(t)h(t). Por el Lema V 4, f
tiene s6lo una raiz a; que cumpla || > 1, y por tanto uno de los polinomios g o h tiene
todas sus raices en el interior del disco unidad. Suponemos sin pérdida de generalidad que
ese polinomio es g, cuyas raices denotamos ayg, ag+1, . - . &g para cierto entero k =2,...,d.
Entonces:

19(0)] = o~ gl < 1,

que es absurdo ya que ¢g(0) es un entero no nulo. Esto prueba que f es irreducible en Z[t].

Ejemplo V.9 El polinomio f(t) :=t% —t% + 5t — 1 es irreducible en Z[t]. En efecto, por
el Lema IIL.1, f es irreducible en Z[t] si y s6lo si lo es el polinomio:

o) = —t0f(1/t) =t —pt +t — 1,

cuya irreducibilidad se desprende del Criterio de Perron V.3.



CAPITULO VI

Irreducibilidad de los polinomios
ciclotémicos

En el Ejemplo III.7 combinamos el Criterio de Eisenstein y el de la traslacion para
demostrar la irreducibilidad en Z[t] del p-ésimo polinomio ciclotémico. En esta seccion
extendemos este resultado a todos los polinomios ciclotémicos.

Definiciones VI.1 (Raices de la unidad) (1) Para cada entero positivo n el conjunto
U, :={CeC:("=1}

es un subgrupo ciclico de orden n del grupo multiplicativo C* formado por los ntimeros

complejos no nulos, llamado grupo de las raices n-ésimas de la unidad. Un generador es
Cp = e27ri/n
n = .

(2) Se dice que ¢ € Uy, es una raiz primitiva n-ésima de la unidad si U,, = (¢), es decir, si el
orden o(¢) de ¢ como elemento de U,, es n. El nimero de ellas es p(n), donde ¢ : ZT — Z*
es la funcion de Euler, que hace corresponder a cada entero m el cardinal del conjunto

formado por todos los ntimeros enteros k = 1,...,n tales que med (k,n) = 1.
En efecto como U,, = ({,), cada raiz n-esima de la unidad ¢ es potencia de (,, es decir,
¢ = C,’j para cierto entero positivo k =1,...,n, y ¢ es primitiva si y sélo si
) n
n=o0(¢) =o(¢k) = (Cn) = es decir  mcd (k,n) = 1.

mced (k,0(¢,)) med (k,n)
En lo que sigue denotaremos P, el conjunto de raices primitivas n-ésimas de la unidad.

Definiciones V1.2 (Polinomios ciclotémicos) (1) Paracadan > 1 se define el n-ésimo
polinomio ciclotomico como el producto

On(t):= [ (t—¢) €Clel.

CEP,

Si p es un nimero primo la dnica raiz p-ésima de la unidad que no es primitiva es 1, luego

CeP, N 3=0

ya que para cada ( := Cg, con k =1,...,p se tiene (Y — 1 = 0 y, dividiendo por t — 1,
eliminamos el factor que corresponde a la raiz 1 = ¢}, que es la tnica que no es primitiva.
Esta es la definiciéon de p-ésimo polinomio ciclotémico dada en el Ejemplo I11.7
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36 Irreducibilidad de los polinomios ciclotémicos

(2) Acabamos de senalar que Card(P,) = ¢(n), luego ®,, es un polinomio monico de grado
©(n). Se deduce directamente de la definicion que todas las raices de ®,, en C son simples.

(3) Sean d > 0 un divisor de n y ¢ € U,,. Esta es raiz primitiva d-ésima de la unidad si y
solo si o(¢) = d, donde o(¢) es el orden de ¢ como elemento de U,

(4) Denotemos D(n) := {d > 1: d|n} el conjunto formado por los divisores positivos de n.
Por la Formula de Lagrange, o(¢) € D(n) para cada ¢ € U,,. Por tanto, U,, = I—ldeD(n) Pa,
es decir, toda raiz n-ésima de la unidad es raiz primitiva d-ésima de la unidad para un
tnico divisor d de n. En consecuencia,

1=l e-0=I] JJc-0= ]] @) (VL1)

¢ceUn deD(n) CEPy deD(n)

Proposicion V1.3 Para cada entero n > 1 el polinomio ciclotomico &, € Z[t], y sin > 2
su término independiente vale 1.

Demostracion. Probamos por inducciéon sobre n que ®,, € Z[t]. Esto es obvio para n = 1
pues ®1(t) =t — 1. Denotamos Dj(n) := D(n) \ {n}y

T ®a)

deD1(n)

Por la hipotesis de induccion, @4 € Z[t] para cada d € D1(n), luego P,, € Z[t] y rescribimos
(VL1):
= ] 2a®)=2nt)- J] @alt)=u(t)- Pult). (VL.2)

deD(n) deD1(n)

Como P, € Z[t] y es monico por serlo cada polinomio ciclotémico, se puede dividir t™ — 1
entre P,(t) en Z[t]. Esto significa que existen q,r € Z[t] tales que deg(r) < deg(P,) y

" —1=P,(t) q(t) +r(t). Esta igualdad es también una divisiéon euclidea en el dominio
euclideo C[t], pero tamnbién lo es t" — 1 = P, (t) - ®,,(t) + 0. Por la unicidad del cociente
y el resto, deducimos que r =0y &, = q € Z[t].

También empleamos induccién para probar que ®,(0) = 1. El caso n = 2 es obvio pues
®y(t) = t + 1. Suponemos el resultado probado para cada entero m con 2 < m < ny
escribimos la igualdad (VI.2) como

=[] ®at)=(-1) - I @as (VL3)

deD(n) deDa2(n)

donde Ds(n) := D1(n)\{1}. Por hipdtesis de induccion ®4(0) = 1 para cada d € Da(n), asi
que evaluando en t = 0 los dos miembros de la igualdad (VI.3) se tiene —1 = (—1)-®,,(0)-1,
es decir, ®,(0) = 1. O

Teorema VI.4 El polinomio ciclotomico ®,, € Z[t] es irreducible en Z[t].
Demostracion. Supongamos que ®,, es reducible en Z[t]. Por ser moénico, ®,, es primitivo,

luego existen f, g € Z[t] monicos de grado mayor o igual que 1 tales que f es irreducible en
Z[t] y ®, = fg. Asi f es irreducible en Q[t] y tomamos una raiz ¢ de f en C. Probemos:
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St un numero primo p no divide an, y & € C es raiz de f, entonces EP es también raiz

de f.

En efecto, supongamos que f(£P) # 0. Obsérvese que &P es raiz primitiva n-ésima de la
unidad, ya que (£)" = (")’ =1y

o o(§) B n n_
) = e (o) ~med () — 1"

Esto implica que ®,,(¢P) = 0, luego ¢g(&P) = 0. Sea h(t) := g(tP) € Z[t]. Como f es modnico
se puede dividir h entre f en Z[t] y existen un cociente ¢ € Z[t] y un resto r € Z[t] tales
que h = fq+ 7y deg(r) < deg(f). Esta es también una divisién en el dominio euclideo
Q[t]. Pero, como f es el polinomio minimo de £ en Q[t], por ser irreducible y tener a ¢
por raiz, y h(§) = g(£P) = 0, el polinomio h es multiplo en Q[t] de f. Por la unicidad de
la division, r = 0, luego ¢ € Z[t] y h = fq.

El homomorfismo sobreyectivo Z — Z,,, * — [z], := x+ pZ induce otro, llamado reduccion
mod p,

m

U Zt] = Zpft], Y apth — i[ak]ptk.

Escribimos ¢(t) := Z] 0 bjt?, por lo que h(t) = Zﬁ o bjt?P. Para 0 < j < /£ se cumple,

por el Pequeno Teorema de Fermat la igualdad [b;]5 = [b;],, luego
¢ ' ¢ ¢
= (Dbt = Sl = Y lbslt” = w(h).
7=0 7=0 7=0
Por tanto,

U(f)-¥(q) = ¥(fq) = ¥ (h) =T(g).

Sea ¢1 € Z[t] cuya imagen W(q;) es un factor irreducible de W(f) en Zy[t]. Como ¥(f)
divide a ¥(h) = ¥(g)? se deduce que ¥(q;) divide a ¥(g)?, por lo que ¥(q1)|¥(g). Esto
implica que ¥(q;)? divide a ¥(f) - U(g) = ¥(®,), que a su vez divide a ¥(t" — 1). Por
tanto, U(t" — 1) = ¥(t)" — 1 tiene un factor multiple, o lo que es lo mismo, ¥(t" — 1)
y su derivada nW¥(t)"! tienen un factor en comin. Como p y n son primos entre si el
polinomio n¥(t)"~! es no nulo y su tnico factor irreducible en Z[t] es ¥(t). Por tanto,
U(t) ha de dividir a ¥(t)™ — 1, lo cual es falso. En consecuencia, £P no es raiz de g, luego
lo es de f, como pretendiamos demostrar.

Como deg(g) > 1 existe n € C tal que g(n) = 0, luego ®,,(n) = 0 y 1 es una raiz
primitiva n-ésima de la unidad. Por ello existe un entero s > 1 primo con n tal que n = (°.
Escribimos s = py - - - py, donde cada p; es un namero primo que no divide a n. Como ( es
raiz de f se deduce de lo que acabamos de probar que (P! es también raiz de f y, reiterando
el proceso, resulta que n = (PPt es raiz de f. Por tanto, f y g comparten una raiz, lo que
significa que el polinomio ciclotémico ®,, tiene una raiz multiple en C, y esto contradice
VI.2 (2). Concluimos asi que ®,, es irreducible en Z[t]. O






CAPITULO VII

Irreducibilidad de curvas planas

Definiciéon VII.1 Para nosotros una curva plana sobre un cuerpo K es un polinomio
f € KIx,y| en dos variables.

Como A := K[x| es un DFU, los criterios estudiados en este trabajo en todas sus
secciones, salvo la quinta dedicada a los polinomios con coeficientes enteros, son aplicables
en este contexto. Veamos algiin ejemplo.

Ejemplos VII.2 (1) La curva plana f € K[x,y|, donde
f=22y" + 3 +xy? +y° +x— 1,

es irreducible. Denotamos A := K]y|, que es un DFU, y escribimos f como polinomio
monico en el anillo A[x] = K[x,y], esto es,

f=2+y 2+ (1 +y)x+ (y> - 1).

Como f es moénico y deg,(f) = 3, para probar la irreduciblidad de f en A[x] es suficiente,
en virtud de la Proposicion 1.5, comprobar que f no tiene raices en A. Las posibles raices
de f en A son divisores en A de su término independiente y2 — 1 = (y —1)(y + 1), es decir,
son de la forma ¢, ¢ (y+¢) o ¢(y>—1), donde ¢ € K\ {0} y e = +1. Al evaluar f en x := ¢
se obtiene

@)=+ (c+1D)y* + (¢ +¢—1) #£0,

mientras que al evaluar f en x := ¢ (y+¢) y en x := ¢ (y?>— 1) existen polinomios hy, hy € A
con deg(h1) < 7y deg(ha) < 9 tales que

fleGre) =y +h#0 y fi(ey’ = 1)) =y’ +ha #0.
(2) La curva plana g := x%y° + yx® — x?y? + y — 1 € K|[x,y] es irreducible. Para verlo
reescribimos g = a3(y)x® + a2(y)x? + aop(y) donde
as(y) ==y, a2(y) =y’ -y’ =y’ (¢’ - ) =y’ (y - DE* +y+1) y aly) =y -1

El polinomio ag(y) :=y — 1 es irreducible en el dominio de factorizacion unica A := K]y]
y divide a as pero a% f ap. Ademas ¢ es primitivo, pues meda(ap,a3) = 1, luego g es
irreducible en A[x] = C[x,y| por el Criterio de Eisenstein.

(3) La curva plana h € R[x,y], donde

hi=—x+y+x° +xy+x7y + 2%y +x°y° + 2%,
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40 Irreducibilidad de curvas planas

es irreducible. Para probarlo aplicamos el Criterio modular, I1.2. Escribimos R[x, y| := A[x],
donde A := R[y], y denotamos p := (y — 1) A, que es un ideal primo de A porque, al ser de
grado 1, el polinomio y — 1 es irreducible en A. El polinomio

h=G' 4y +y2+y+ D22+ (y— Dx+ye€ A

es primitivo, ya que med (y — 1,y) = 1. Para calcular la reduccion mod p de h observamos
que y = 1 mod p, mientras que, por la Regla de Ruffini,

py) =y +7 +y>+y+1=p(1) = 5mod p.

Por tanto, la reduccién mod p de f es f = 5x% + 1 € (A/p)[x] ~ R[x], que es irreducible
en R[x| pues tiene grado 2 y carece de raices en R. Esto implica que f es irreducible en
Rlx,y].

(4) Sea g € R[x] un polinomio no nulo tal que g(x) > 0 para cada = € R. Comprobemos
que la curva plana f :=y? + g € R[x,y] es irreducible.

Sea A := R[x|. Si f fuese reducible en A[y], y puesto que deg,(f) =2y f es monico
como polinomio en Aly|, existirian polinomios f1 y fo en Aly], monicos y de grado 1
respecto de y, tales que f = fi fo. Existirian, por tanto, g1, g2 € R[x] tales que f; :=y+ ¢;
para ¢ = 1,2, luego

VAg=f=Fff=F+0)y+g50)=y"+ (0 +79)y+ g9,

por lo que g1 + g2 =0y g = g192 = —gi- Asi, 0 < g(x) = —gf(2) <0, esto es, g(z) =0
para cada x € R. Eso significa que g serfa el polinomio nulo, contra lo supuesto.

Disponemos también de criterios especificos del estudio de la irreducibilidad de curvas
planas.

Proposicion VII.3 (Criterio de Gibson) Sean K un cuerpo y fi, fo € K[x,y] dos po-
linomios homogéneos primos entre st de grados d > 1 y d 4+ 1, respectivamente. Entonces
el polinomio f := f1 + fa es irreducible en K|[x,y].

Demostracion. Supongamos que existen g, h € K[x,y| de grado total al menos 1 tales que
f = gh. Escribimos g y h como suma de sus componentes homogéneas,

g=gk+-+g y h=h+-+hs,

con k < lyr<s,donde cada g; y cada h; es, o bien nulo, o bien un polinomio homogéneo
de K|[x,y] de grado total i. Ademas, g, gs, hr v hs son no nulos, y porello gp # gesik # /Ly
hy # hg sir # s. Cada producto g;h; es nulo o un polinomio homogéneo de grado ¢+ j. Por
tanto, la componente homogénea de menor grado de f = gh es giph, y la de mayor grado es
gehs. A fortiori son las tnicas, pues f tiene, exactamente, dos componentes homogéneas,
que son f1, la de grado menor, y f5 la de grado mayor. Asi fi = grhr v fo = gehs, 1o que
implica que

1= (d+1) —d=deg(f2) — deg(f1) = deg(gehs) — deg(gxhs)
=Ul+s)—(k+r)=0U—-k)+ (s—1),
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luego k = £ o r = s. Podemos suponer sin pérdida de generalidad lo primero, asi que
f1 = grhry fo = gihs, por lo que gg, cuyo grado es al menos 1, divide a f; y a fo. Esto
contradice el hecho de que f; y f2 son primos entre si. O

Ejemplo VII.4 Aplicamos a continuacion la Proposiciéon VII.3 para demostrar que la
curva plana f := x> + x%y — 2xy? + 3xy> + 3y* € K|[x,y] es irreducible.

Escribimos f := g+ h donde g := x3 + x%y — 2xy? es un polinomio homogéneo de grado
3y h:= 3xy® + 3y* es homogéneo de grado 4. Para probar que f es irreducible en K|[x,y]
es suficiente demostrar, en virtud de la Proposicion VIL.3, que mced (g, h) = 1. Para ello
factorizamos g y h como producto de factores irreducibles. Se tiene

h=3x+y)y’ v g=x("+xy-2y%).
Para factorizar x? +xy — 2y? introducimos la variable auxiliar t := % y, empleando la Regla
de Rulffini,
2 4xy -2y =292 +ty? — 2y = y2 (82 4t — 2) = yA(t — 1)(t + 2)
= (yt —y)(yt +2y) = (x —y)(x+2y),

y por tanto g = x(x — y)(x + 2y). En consecuencia g y h no comparten ningin factor
irreducible, luego med (g, h) = 1, como queriamos comprobar.

Nuestro siguiente objetivo es demostrar un criterio de irreducibilidad, Teorema VIL.7,
que se atribuye a Lenstra. Antes necesitamos introducir la nocién de indice de una clase
particular de curvas planas y un lema auxiliar.

Definicién VIL.5 Sean ap € K no nulo, ay,...,aq € K[x] y la curva plana
fi=aoy + a1(x)y* !+ -+ aq(x) € K[x,y]. (VIL.1)
Se define el indice de f como el ntimero racional

wu(f) := max {deg,(ai):izl,...,d}.

7

Lema VIL.6 Sea f € K[x,y] como en (VIL.1), y sean g,h € K[x,y|\ K tales que f = gh.
Entonces,

(1) Las curvas planas g y h tienen la forma de (VIL.1)
(2) p(f) = méx{u(g), u(h)}-

Demostracion. (1) Escribimos g y h como polinomios en Afy], donde A := K|[x], esto es,

g:=boy" +bi(x)y" T+ ba(x) ¥ hi=cy" Fax)y" T 4+ (),

donde cada b;,c; € Ay, como byocg = ag € K \ {0} se deduce que by, co € K\ {0}, es decir,
gy h estan en las condiciones de (VIL.1).
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(2) Obsérvese que m,n > 1 ya que g,h ¢ K. Ademas,
d = degy(f) = degy(gh) = degy(g) + degy(h) =m +n,
luego m,n < d. Ademas, para cada i =1,...,d se tiene
ai(x) = Y bj(x)e(x) (VIL2)
k=i
y, por la definicion de indice, deg(b;) < ju(g) y deg(ck) < ku(h).
Denotando p := méx {u(g), u(h)} resulta,

deg(a;) < méx {deg(bjcg) : j + k = i} < méx {deg(b;) + deg(ck) : j + k =i}

VIL.3
< mix {julg) + h(h) -5+ k =i} <méx (b kp: g+ h=i} =ip, )
y en consecuencia,
. [deg(a;) . . [ip . ,
w(f) := max — 1<i<dj <méx - 1<i<dp=p=méx{u(g),uh)}.

Se trata ahora de probar la desigualdad max {u(g), u(h)} < p(f) para lo que basta, por
simetria, demostrar que para cada j =1,...,m se cumple deg(b;) < jp, donde p := pu(f).

Escribimos el ntimero racional p como cociente p := 76’ donde p y ¢ son enteros positivos.
De la igualdad f = gh se desprende

f(x%,2P) = g(x%,2P)h(x, 2P), (VIL4)
donde f(x9,2zP) := apzP? + a1 (x?)zP(*D 4 ... 4 q4(x9),
g(x%,ZP) 1 = boz™ + by (x)zP" V) 4 by (x9) y
h(x?,ZP) : = coz™ 4 ¢1(x1)zP" D 4o 4 e, (x9).
El grado total de cada monomio a;(x%)zP(*=9) de f(xP,zP) es

qdeg(a;) + p(d — i) < qip(f) + p(d — i) = pgi + p(d — i) = pi + p(d — i) = pd,

y el del monomio agzP? es exactamente pd. Como éste no se cancela con los deméas pues
en él no aparece la variable x resulta que deg f(x?,zP) = pd.

Por otro lado, deg g(x?,2zP) > degbpz™? = mp y, de igual modo, degh(x?,zP) > np.
Ahora, empleando (VII.4) se tiene

pd = deg f(x%,2%) = deg (g(x", 2")h(x", 2¥)) = deg g(x?, 27) + deg h(x?, 2/)

(VIL5)
> mp +np = p(m +n) = pd,

de donde deducimos que deg g(x9,zP) = mp y deg h(x?,zP) = np. Asi, para j = 1,...,m
resulta

deg(b;)

o sea, gdeg(bj) < pj, esto es, e < e =0 de donde deg(bj) < jp, como queriamos

probar. O

—

mp = deg g(x?,2") > degb;(x9)z""™ ) = qdeg(b;) + p(m — j),
p
q
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Teorema VII.7 (Criterio de Lenstra) Sean ag € K no nulo, ai,...,aq € K[x| y la
curva plana
fi=aoy + a1(x)y" !+ 4 aq(x) € K[x,y]. (VIL6)

Denotemos D := deg(aq) y supongamos que med(d, D) = 1 y que ddeg(a;) < iD para cada
i=1,...,d—1. Entonces, la curva f es irreducible.

Demostracion. El polinomio f es primitivo en Aly] porque ag es unidad en A. Por tanto,
si fuese reducible en K[x,y], existirian g, h € K[x,y] \ K tales que f = gh. Por hipotesis,
deg(a;) _ D _ deg(a)

i d d ’

parai=1,...,d— 1, luego ,u,(f):%.

Denotemos pu(g) := 3y p(h) :== %, donde a, 8,7, € Z* y med (o, B) = med (7y,0) = 1.
De la definicion de indice se desprende que los denominadores 5 y § son menores o iguales
que los grados, respectivamente, de g y h, luego ambos son menores que deg(f) = d. En
virtud del Lema anterior VIIL.7,

= = ulf) = max {p(g), w(h)} = mikx {; g},

y esta igualdad no puede darse ya que med (D,d) =1y 5,6 < d. O

Ejemplo VII.8 Vamos a comprobar que la curva plana
flx,y):= 2y3 - Xy2 + 4y2 + yx2 +3xy+y+ x° € Clx,y]

es irreducible viendo que se encuentra en las hipotesis del Teorema VII.7. Para ello escri-
bimos f en la forma (VIL.1):

fx,y) =2y" + (4 —0)y* + (£ +3x + 1)y + x°

luego, con las notaciones del Teorema VII.7, d = 3, D = 5, que son primos entre si, mientras
que deg(ay) =1y deg(az) = 2, luego ddeg(a;) < iD para i =1,2.
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